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幾何と記号
円板の中心を原点 O、糸の固定端を A = (a, 0) とする。円板と糸の接点を Q とし、OQ が正の
x 軸となす反時計回りの角を φ とする。糸が伸びず、円板に沿って巻きつくので、円板上の糸
の長さは aφ である。したがって、Q から質点までの自由な糸の長さは

ℓ(φ) = ℓ0 − aφ (1)

となる。以下は衝突前の ℓ > 0 に対する議論である。半径方向と接線方向の単位ベクトルを

er =

(
cosφ
sinφ

)
, eφ =

(
− sinφ
cosφ

)
(2)

と定める。自由な糸は Q から eφ の方向に伸び、張力はその逆方向に働く。
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図 1: 左は初期状態、右は巻きつく途中の模式図。右の速度は −er 方向、張力は −eφ 方向を向
く。太い弧は巻きついた糸を表す。表示例では φ = 40◦、ℓ0/a = 2.2 とし、寸法比の予測には用
いない。

[1] エネルギーと角運動量の保存
位置は r = aer + ℓeφ と表せる。ℓ̇ = −aφ̇、ėr = φ̇eφ、ėφ = −φ̇er を用いて微分すると、aφ̇eφ
と ℓ̇eφ = −aφ̇eφ が打ち消し合う。したがって速度は v = −ℓφ̇er である。張力は糸に沿うので
T = −Teφ であり、速度と直交する。したがって張力の仕事率は

d
dt

(m
2
|v|2

)
= T · v = 0 (3)
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である。他に力は働かないため、運動エネルギーは保存する。
一方、張力の作用線は接線 Q–質点に沿い、原点 O を通らない。その作用線と O との距離

は a であるため、O まわりのモーメントは時計回りの N = −aT となり、ゼロではない。した
がって O まわりの角運動量は保存しない。

[2] 位置、速度、角運動量
式(1)と接線の向きから、位置は

r = a

(
cosφ
sinφ

)
+ (ℓ0 − aφ)

(
− sinφ
cosφ

)
. (4)

ここで
der
dt = φ̇eφ,

deφ
dt = −φ̇er, ℓ̇ = −aφ̇ (5)

なので、
v = aφ̇eφ − aφ̇eφ − ℓφ̇er (6)
= −ℓφ̇er. (7)

接点 Q の移動による接線方向の成分が、自由な糸の短縮による成分と打ち消し合う。このた
め質点の速度は自由な糸と直交する。
er × eφ の z 成分が 1 であることを用いると、

L = m(r × v)z = m(aer + ℓeφ)× (−ℓφ̇er)
∣∣
z

(8)

= mℓ2φ̇ = m(ℓ0 − aφ)2φ̇. (9)

[3] 角度の時間発展と衝突時刻
エネルギー保存から |v| = ℓ|φ̇| = v0 である。t = 0 では φ = 0、速度は負の x 方向なので、
v(0) = (−ℓ0φ̇(0), 0) = (−v0, 0) より φ̇(0) > 0 である。衝突前には ℓ > 0 かつ速さがゼロになら
ないため、φ̇ の符号は変わらない。したがって、

φ̇ =
v0

ℓ0 − aφ
. (10)

φ(0) = 0 を使って積分すると∫ φ(t)

0
(ℓ0 − au) du =

∫ t

0
v0 ds, ℓ0φ− a

2
φ2 = v0t. (11)

二次方程式の二つの解のうち、t = 0 で φ = 0 となる枝を選べば、

φ(t) =
ℓ0 −

√
ℓ20 − 2av0t

a
. (12)

このとき ℓ(t) =
√
ℓ20 − 2av0t である。糸が巻きつき終わるのは ℓ = 0 のときなので、

τ =
ℓ20

2av0
, φ(τ) =

ℓ0
a
. (13)

運動と力の式の適用範囲は 0 ≤ t < τ であり、τ は衝突前の運動から求めた終端時刻である。
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[4] 張力と運動の物理的解釈
ℓφ̇ = v0 を [2] の速度に代入すると、v = −v0er となる。これを時間微分すると、

dv
dt = −v0φ̇eφ = −v20

ℓ
eφ. (14)

質点に働く力は張力だけなので、

T = − mv20
ℓ0 − aφ

(
− sinφ
cosφ

)
, |T | = mv20

ℓ0 − aφ
. (15)

張力は質点から Q に向かい、速度と直交するため、速さを変えずに進行方向を曲げる。等速円
運動の向心力 mv20/R と比較すると、瞬間的な曲率半径は R = ℓ である。質点から加速度の方
向に距離 ℓ 進んだ点が Q なので、微小時間では、Q を瞬間的な曲率中心とする半径 ℓ の等速
円運動として解釈できる。ただし Q は円周上を動き、ℓ も短くなるため、全軌道は一つの固定
された円にはならない。

t → τ− では ℓ → 0 となり、理想化した模型の張力は発散する。衝突後の運動はこの解の範
囲に含めない。

[5] 張力のモーメントと角運動量の変化
T = −(mv20/ℓ)eφ より、

N = (r × T )z (16)

=

[
(aer + ℓeφ)×

(
−mv20

ℓ
eφ

)]
z

(17)

= − mav20
ℓ0 − aφ

. (18)

一方、L = mℓ2φ̇ = mv0ℓ なので、
dL
dt = mv0ℓ̇ = −mav0φ̇ = −mav20

ℓ
= N. (19)

初期値は L(0) = mv0ℓ0 > 0、N < 0 であり、角運動量は減少する。また、mv20/ℓ は力の単位、
mav20/ℓ はモーメントの単位になっている。
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[1] 電子の散乱模型
散乱直後から次の散乱までの時間を t とする。この間、電場を E = Eez と書けば、電子の電
荷が符号付きの q であることから

m
dvz
dt = qE, vz(t) =

qE

m
t (0 ≤ t < 2τ). (1)

散乱周期 2τ で平均すると
va =

1

2τ

∫ 2τ

0
vz(t) dt = qEτ

m
. (2)

電子の数密度は n なので電流密度は jz = nqva であり、電荷の符号を含めて

j =
nq2τ

m
E = σE, σ =

nq2τ

m
. (3)

円柱の断面積は πa2 だから、I = jzπa
2、電圧の大きさは V = EL である。したがって

I =
nq2τπa2

mL
V =

σπa2

L
V, (4)

となり、電流は電圧に比例する。
単位時間・単位体積あたりに電場が電子へ与える仕事は

J = j ·E = σE2 =
I2

σπ2a4
. (5)

一方、電子 1 個は一周期の終わりに速さ |qE|2τ/m となり、その運動エネルギーを散乱ごとに
失う。散乱頻度は 1/(2τ) なので、単位体積・単位時間あたりの損失は

n
1

2τ

m

2

(
2qEτ

m

)2

=
nq2τ

m
E2 = σE2 = J. (6)

電場が電子にする仕事が、散乱で失われる運動エネルギーに変わる。

[2] 電磁場のエネルギー流
円柱軸を +z 方向、横断面の極座標の方位角方向を eθ とする。問題の定常電流は +z 向きで
ある。長い導体の中央部を考え、端の影響を無視する。軸方向の電流に対して、局所オーム則
j = σE から電場も軸方向となる。軸対称な定常場を E = Ez(r)ez と書けば、∇×E = 0 の方
位角成分は −∂rEz = 0 だから、電場の大きさは横断面で一定である。磁場はこの直線状の円
柱電流が作る場であり、右ねじの向きの方位角方向を向く。その大きさを、以下でアンペール
の法則から求める。
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図 1: 横断面で +z 方向電流は紙面手前向き。磁場は方位角方向、エネルギー流は半径内向き
である。軸方向図は導体と領域 C の同軸関係を示す。

[2.1] 一様な導体
半径 r < a の円周を貫く電流は I(r) = σEπr2 である。アンペールの法則 ∮

H · dℓ = I(r) より

H(r) =
σEr

2
eθ. (7)

したがって ez × eθ = −er を使うと

S = E ×H = −σE2r

2
er, |S| = σE2r

2
. (8)

エネルギーは導体表面から中心へ向かって流れる。

[2.2] 半径 r の円柱領域
領域 C の側面積は 2πrL である。両端面では S が面に平行なので流束はなく、側面を通って
C へ入る電力は

Pin = |S| 2πrL = πr2LσE2. (9)
体積 πr2L の領域内で発生するジュール熱は

PJ =

∫
C
σE2 dV = πr2LσE2 = Pin. (10)

定常状態では領域内に電磁エネルギーが蓄積しないため、流入した電磁エネルギーが同じ領域
内のジュール熱に変わる。

[2.3] 半径に依存する電気伝導率
定常場では磁束密度Bが時間に依存せず、∂B/∂t = 0なので、ファラデーの法則から∇×E = 0
である。軸方向の場を E = Ez(r)ez と書くと、その方位角成分は

(∇×E)θ = −∂Ez

∂r
= 0. (11)

従って電場は半径にも依存しない。以下ではこの一様な値を E と書く。局所オーム則から
j(r) = σ(r)Eez. (12)

全電流を導体断面で積分すると

I = 2πE

∫ a

0
r′σ(r′) dr′, j(r) =

σ(r)I

2π

∫ a

0
r′σ(r′) dr′

. (13)
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半径 r 以内を流れる電流は I(r) = 2πE
∫ r
0 r′σ(r′) dr′ だから、アンペールの法則から

Hθ(r) =
E

r

∫ r

0
r′σ(r′) dr′, S(r) = −E2

r

(∫ r

0
r′σ(r′) dr′

)
er. (14)

側面を通じて領域 C に流入する電力は

Pin = |S(r)| 2πrL = 2πLE2

∫ r

0
r′σ(r′) dr′. (15)

これに対し、C 内で発生するジュール熱は

PJ =

∫
C
j ·E dV = 2πLE2

∫ r

0
r′σ(r′) dr′ = Pin. (16)

よって導電率が半径方向に変わっても、電磁エネルギーの流入と局所的なジュール発熱は領域
ごとに一致する。
半径依存の式は 0 < r < a で、示した積分が存在する範囲で成り立つ。中心での場の極限は

σ(r) の振る舞いにも依存する。例えば軸近傍で 0 ≤ σ(r) ≤ σmax と有界なら

0 ≤
∫ r

0
r′σ(r′) dr′ ≤ σmaxr2

2
, |Hθ(r)| ≤

|E|σmaxr

2
, |S(r)| ≤ E2σmaxr

2
. (17)

従ってこの条件下では両者が r → 0 で 0 に近づき、中心の方位角・半径方向が一意に定まら
なくても場のベクトルは連続に 0 へ延長できる。一様導体もこの場合に含まれる。
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以下、計算基底を (
|1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩

)
(1)

の順に並べる。原本 [3] の回転因子では h̄ による除算が抜けている。指数を無次元にするため、
以下では Jz/h̄ を含む因子として読む。

[1] スピン角運動量の行列
昇降演算子の作用を J = 1 に適用すると

J+ =
√
2h̄

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , J− =
√
2h̄

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 . (2)

Jx = (J+ + J−)/2、Jy = (J+ − J−)/(2i)、および Jz|1,m⟩ = mh̄|1,m⟩ から

Jx =
h̄√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Jy =
h̄√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Jz = h̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (3)

これらは Hermite 行列であり、例えば [Jx, Jy] = ih̄Jz を満たす。さらに J2
x + J2

y + J2
z = 2h̄2I

なので、全状態で J2 = 1(1 + 1)h̄2 となる。

[2] 静磁場中のエネルギー準位
B = Bez だから、

HM = −γBJz = −γBh̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (4)

従って磁気量子数 m ごとの固有エネルギーは
Em = −γBmh̄ (m = 1, 0,−1) . (5)

順に −γBh̄, 0,+γBh̄ であり、最低状態は |1, 1⟩ である。隣り合う準位間隔は γBh̄ なので、共
鳴条件は ω = γB。

[3] 共鳴交流磁場中の状態
問題が与える回転系の近似 Hamiltonian は HRF = −γBRFJx である。原本の記号に従い、回転
系の状態を |Ψ(t)⟩、実験室系の状態を |ϕ(t)⟩ とする。原本 [3] の回転変換を次元の合う形に直
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すと
|Ψ(t)⟩ = exp

(
− i

h̄
ωtJz

)
|ϕ(t)⟩. (6)

以下で解くのは HRF による回転系の状態 |Ψ(t)⟩ である。Ω = γBRF、θ = Ωt と置くと、時間
発展演算子は

U(t) = exp
(
− i

h̄
HRFt

)
= exp

(
iθ
Jx
h̄

)
. (7)

[1] の行列を掛けると J3
x = h̄2Jx となる。従って指数関数の級数で奇数次と偶数次の項をそれ

ぞれまとめれば
U(t) = I + i sin θ

Jx
h̄

+ (cos θ − 1)

(
Jx
h̄

)2

. (8)

最低状態 |1, 1⟩ はこの基底で (1, 0, 0)T なので、

U(t)

1
0
0

 =

(1 + cos θ)/2
i sin θ/

√
2

(cos θ − 1)/2

 . (9)

よって回転系の状態は

|Ψ(t)⟩ = 1 + cos θ
2

|1, 1⟩+ i sin θ√
2

|1, 0⟩+ cos θ − 1

2
|1,−1⟩. (10)

実験室系の状態は |ϕ(t)⟩ = exp(iωtJz/h̄)|Ψ(t)⟩ から得る。回転変換は Jz と可換なので、Jz の
期待値は両系で一致する。実際、回転系振幅の絶対値二乗は

(1 + cos θ)2
4

+
sin2 θ

2
+

(cos θ − 1)2

4
= 1 (11)

となる。各磁気量子数の確率はこの三項であり、Jz の期待値は
⟨Jz⟩ = h̄

(
|c1|2 − |c−1|2

)
(12)

= h̄ cos(γBRFt) . (13)

初期値は +h̄、周期は 2π/(γBRF) である。

[4] 相互作用による一次のエネルギー補正
演算子は

HQ = A(2J2
x − J2

y − J2
z ) = A(3J2

x − J2). (14)

設問 [1] の行列から

J2
x =

h̄2

2

1 0 1
0 2 0
1 0 1

 , J2 = 2h̄2I, (15)

従って

HQ = Ah̄2

−1/2 0 3/2
0 1 0
3/2 0 −1/2

 . (16)

HM は B > 0 で非縮退なので、一次のエネルギー補正は各 |1,m⟩ における対角成分である。

∆E1 = −Ah̄2

2
, ∆E0 = Ah̄2, ∆E−1 = −Ah̄2

2
. (17)
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よって一次近似の準位は

E1 = −γBh̄− Ah̄2

2
, E0 = Ah̄2, E−1 = +γBh̄− Ah̄2

2
. (18)

問題の弱摂動条件 Ah̄2 ≪ γBh̄ のもとでは準位の順序は変わらない。

E HQ = 0

m = +1
∆E = 0

m = 0
∆E = 0

m = −1
∆E = 0

HQ あり（一次）

m = +1, ∆E = −Ah̄2/2

m = 0, ∆E = +Ah̄2

m = −1, ∆E = −Ah̄2/2

図 1: 未摂動準位と相互作用による一次の準位移動。縦軸は γBh̄ で規格化した模式図で、表示
例は Ah̄/(γB) = 1/5 とする。
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[1] 相互作用のない一次元気体
まず粒子 1 個の分配関数を求める。長さ L の一次元箱では状態数を位相空間体積 h ごとに数
えるので、運動量積分から

Z1 =
1

h

∫ L

0
dx

∫ ∞

−∞
dp exp

(
− p2

2mkBT

)
(1)

=
L

h

√
2πmkBT =

L

λ
, λ =

h√
2πmkBT

=

√
2πh̄2

mkBT
. (2)

N 個は同種粒子なので、同じ配置を粒子ラベルの N ! 通りだけ重複して数えないようにする。
従って気体 A の分配関数は

ZA =
ZN
1

N !
=

1

N !

(
L

λ

)N

. (3)

[2] 自由エネルギー
Helmholtz 自由エネルギーは F = −kBT lnZA だから

F (T, L) = −NkBT ln L

λ
+ kBT lnN ! (4)

≃ −NkBT ln L

λ
+NkBT lnN −NkBT (5)

= NkBT

[
ln
(
Nλ

L

)
− 1

]
. (6)

ここでは原本の N ≫ 1 と Stirling 近似を用いた。

[3] 化学ポテンシャル
温度と長さを固定して粒子数で微分する。N は巨視的な系の連続変数として扱うため、

µ(T,L) =

(
∂F

∂N

)
T,L

= kBT ln
(
Nλ

L

)
. (7)
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[4] Boltzmann 統計の希薄条件
並進運動のエネルギーは E = p2/(2m) ≥ 0 であるため、Boltzmann 占有数は最も低いエネルギ
ーで最大となる。基準を E0 = 0 とすれば

n̄max = exp
(

µ

kBT

)
=

Nλ

L
. (8)

したがって全ての一粒子準位の占有数が十分小さいための条件は
Nλ

L
≪ 1,

L

N
≫ λ. (9)

λ は長さの次元を持ち、温度 T における熱的 de Broglie 波長を表す。L/N は 1 粒子あたりの
平均間隔なので、条件は粒子間隔が波長より十分大きいことを意味する。波動性が粒子の重な
りに強く影響しない希薄な領域で、各量子状態の平均占有数を小さく保てる。

[5] 剛体斥力のある一次元気体
粒子中心を x1 < · · · < xN の順に並べる。壁との条件は d/2 ≤ x1、xN ≤ L− d/2、隣り合う粒
子には xi+1 − xi ≥ d を課す。隣接粒子ごとに重なる排除長を取り除く座標

yi = xi − (i− 1)d (10)

を導入すると、壁と粒子間の条件は d/2 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yN ≤ L−Nd+ d/2 となる。この区間の
長さは L −Nd で、座標変換の Jacobian は 1 である。順序付き領域は長さ L −Nd の直積領
域の 1/N ! を占めるので、配置積分は (L−Nd)N/N ! となる。同じ順序を既に選んでいるため、
さらに N ! で割ることはしない。運動量積分は気体 A と同じだから

ZB =
1

N !

(
L−Nd

λ

)N

. (11)

この結果から

FB = −kBT lnZB ≃ NkBT

[
ln
(

Nλ

L−Nd

)
− 1

]
, (12)

P = −
(
∂FB

∂L

)
T,N

=
NkBT

L−Nd
. (13)

気体 A では PA = NkBT/L である。斥力のある気体 B では使える長さが L−Nd に減るため、
同じ T,N,L でも圧力は大きい。得た古典的な剛体棒模型の式を設問の希薄条件 L ≫ Nd の外
まで形式的に延ばすと、L → Nd + 0 で圧力が発散する。ただしこの高密度極限では古典近似
自体の適用も別途確かめる必要がある。d → 0 の極限では気体 A の状態方程式を再現する。
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全設問で時間依存を e−iωt とする。H は y 成分のみを持ち、電場は x, z 成分を持つ TM 波
である。媒質 j では D = ϵjE、B = µ0H。

[1] 全反射と真空中の減衰波
電場は電荷のない一様媒質中で divE = 0 を満たす。Faraday 則 rotE = iωB と Ampère 則
rotH = −iωD を用いると、

rot(rotE) = iωµ0 rotH = µ0ϵjω
2E, (1)

−∆E = µ0ϵjω
2E. (2)

よって平面波の波数は k2x + k2z = ϵjµ0ω
2 に従う。媒質 1 では ϵ1µ0 = n2/c2 だから、入射波の z

成分は
k1 =

√
n2ω2

c2
− k2x . (3)

真空側の場 eikxx−κ2z を平面波の式に代入すると、z 波数は iκ2 であるため

k2x − κ22 =
ω2

c2
, κ2 =

√
k2x −

ω2

c2
. (4)

入射側に伝播波があり k1 > 0、透過側で減衰するため κ2 > 0 でなければならない。従って
ω

c
< kx <

nω

c
. (5)

下端は真空側の減衰条件、上端は媒質 1 側の入射波の伝播条件から来る。端点ではそれぞれ
κ2 = 0 または k1 = 0 となるので、指定された狭義の条件には含まれない。

[2] 媒質間の無反射透過
平面波 ei(kxx+kjz) では kj = (kx, 0, kj) である。divD = 0 より

kxEj,x + kjEj,z = 0, Ej,z = −kx
kj

Ej,x. (6)

また rotE = iωµ0H の y 成分をとると
kjEj,x − kxEj,z = ωµ0Hj,y, (7)

ωµ0Hj,y =
k2x + k2j

kj
Ej,x =

ϵjµ0ω
2

kj
Ej,x. (8)

1



したがって各媒質の電場・磁場比は

ζj =
Ej,x

Hj,y
=

kj
ϵjω

. (9)

反射がないとき接線成分 Ex,Hy は界面で連続なので ζ1 = ζ2、すなわち k1/ϵ1 = k2/ϵ2 である。
分散関係

k21 = ϵ1µ0ω
2 − k2x, k22 = ϵ2µ0ω

2 − k2x (10)

を用いると
ϵ1µ0ω

2 − k2x
ϵ21

=
ϵ2µ0ω

2 − k2x
ϵ22

, (11)

k2x =
µ0ω

2ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

, kx = ω

√
µ0ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

. (12)

この波数が入射側の伝播条件 k2x < ϵ1µ0ω
2 と透過側の条件 k2x < ϵ2µ0ω

2 を満たすことを確認で
きる。実際、ϵ2 > ϵ1 > 0 のとき比はそれぞれ ϵ2/(ϵ1 + ϵ2) < 1、ϵ1/(ϵ1 + ϵ2) < 1 であり、k1, k2
は正の実数となる。接線電場・磁場を同時に連続にするこの入射成分では、反射波の振幅はゼ
ロとなる。

[3] 金属界面に束縛された波
+x へ伝わる枝を選び、kx > 0 とする。逆向きの枝は同じ分散を持つ −kx で表される。z < 0
の減衰因子は e+κ1z = eikz,1z に対応し、kz,1 = −iκ1。一方、z > 0 の因子 e−κ2z は kz,2 = +iκ2
に対応する。各媒質の分散関係から

κ21 = k2x − ϵ0µ0ω
2, κ22 = k2x − ϵ2µ0ω

2 = k2x + |ϵ2|µ0ω
2. (13)

[2] で導いた Ex/Hy = kz/(ϵω) を両側に適用し、界面で接線成分を連続にすると

− iκ1
ϵ0ω

=
iκ2
ϵ2ω

,
κ1
κ2

=
ϵ0
|ϵ2|

. (14)

この関係と分散関係を組み合わせれば
k2x − ϵ0µ0ω

2

k2x + |ϵ2|µ0ω2
=

ϵ20
|ϵ2|2

, (15)

k2x =
µ0ω

2ϵ0|ϵ2|
|ϵ2| − ϵ0

, (16)

kx = ω

√
µ0ϵ0|ϵ2|
|ϵ2| − ϵ0

. (17)

|ϵ2| > ϵ0 なので

kx =
ω

c

√
|ϵ2|

|ϵ2| − ϵ0
>

ω

c
. (18)

この面内波数は真空中の伝播光の最大値 ω/c より大きい。したがってこのモードは界面に沿っ
て進む一方、垂直方向には真空側・金属側の双方へ減衰する束縛波である。
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[4] プリズムによる励起
真空中から金属表面へ直接入射する伝播光は、界面に平行な波数が kx ≤ ω/c である。一方、[3]
の表面波は kx > ω/c を要するので、界面に平行な運動量が足りず、平坦な面では直接結合で
きない。
屈折率 np > 1 のプリズムから界面の法線となす入射角 θ で光を入れると、界面に平行な波

数は kx = np(ω/c) sin θ まで大きくなる。真空層との境界で全反射する角度を選べば、この高
い面内波数を保ったエバネッセント場が真空ギャップへしみ出す。ギャップを金属表面の近く
に狭く保つことで場が金属へ届き、さらに kx を [3] の表面波波数に合わせればそのモードを
励起できる。つまりプリズムは、全反射場を介して伝播光では得られない面内波数を供給し、
金属界面の束縛モードとの運動量整合を可能にする。

プリズム

金属
真空ギャップ

入射光
界面に沿う表面波

狭い隙間

図 1: 全反射によるエバネッセント場を介したプリズム結合の模式図。点線はギャップ内にし
み出す場、青い矢印は金属界面に平行な表面波の進行方向を表す。入射角と長さは説明用で、
臨界角や寸法を表さない。
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[1] 周期境界条件
周期境界条件では、原子軌道の添字 j と j +M を同一視する。したがって、同じ軌道に掛かる
Bloch 係数も一致しなければならず、

eik(j+M)a = eikja, eikMa = 1 (1)

となる。この条件の下で Bloch 和は ψk(x+Ma) = ψk(x) を満たす。従って許される波数は

k =
2πl

Ma
(l ∈ Z) . (2)

第一ブリルアン領域内では隣り合う波数の間隔は 2π/(Ma) である。

[2] 単元素鎖のエネルギー分散
問題文のシュレーディンガー方程式 (1) に ψk を代入し、ϕ∗A(x) を掛けて積分する。運動エネ
ルギー演算子を T = −h̄2∂2x/(2m) と書く。孤立原子の方程式から ⟨ϕA|T + u(x)|ϕA⟩ = EA とな
る。隣接する二つの A 原子イオンのポテンシャルはそれぞれ β を与え、オンサイトのエネル
ギーは EA + 2β である。
右隣の軌道については、その原子の孤立方程式と軌道の直交性から∫

ϕ∗A(x)[T + u(x− a)]ϕA(x− a) dx = EA

∫
ϕ∗A(x)ϕA(x− a) dx = 0. (3)

したがって全ポテンシャルのうち原点の u(x) が残す行列要素が、問題で定義された γ である。
左隣も同様に γ を与え、両者には Bloch 位相 eika と e−ika が付く。列挙外の積分は無視でき
るので

E(k) = EA + 2β + γ(eika + e−ika) (4)

= EA + 2β + 2γ cos(ka) . (5)

[3] 第一ブリルアン領域と安定性
孤立原子の準位 EA は、真空準位を基準に束縛状態なら負である。隣接イオンの引力ポテンシ
ャルによる対角シフト 2β も安定な結晶では一般に負となる。移動積分の符号はバンド底の位
置を決める。安定な結合性の底端が k = 0 にある場合は γ < 0 で、バンド底 EA + 2β + 2γ は
上端 EA + 2β − 2γ より低い。バンド幅は 4|γ| である。
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E

k

EA

2β < 0
4|γ|

−π/a 0 π/a

EA + 2β

EA + 2β + 2γ

EA + 2β − 2γ
γ < 0

図 1: 単元素鎖の分散。縦方向は |γ| を単位とする。表示例では γ = −|γ| と 2β = −|γ| を選び、
他のエネルギー比は示していない。

[4] 電子と正孔の有効質量
まず [3] の図と同じ γ < 0 の場合を考える。一つの軌道にスピンの異なる 2 個の電子を収容で
きるので、単位胞あたりの占有数 2 が満占有に対応する。バンド端近傍の曲率は

d2E

dk2
= −2γa2 cos(ka). (6)

基底状態または低温の低エネルギーキャリアを考えると、平均占有数が 1 より十分小さいとき
の電子はバンド底 k = 0 の近くに入る。よって

m∗
e =

h̄2

E′′(0)
=

h̄2

−2γa2
> 0. (7)

同じ低エネルギー条件のもとで占有数が 2 に近いときは、バンド上端 k = π/a 近くの空状態を
正孔として扱う。電子の曲率は E′′(π/a) = 2γa2 < 0 なので、正孔の質量はその負号付き逆数で

m∗
h = − h̄2

E′′(π/a)
= − h̄2

2γa2
> 0. (8)

この最近接余弦バンドでは両者の大きさが等しい。正孔質量の負号は、電子バンド頂の負曲率
を正の正孔質量に変換するために必要である。γ > 0 ではバンド底と上端の位置が入れ替わり、
電子は k = π/a、正孔は k = 0 の近くで評価する。したがって γ ̸= 0 でのキャリア質量は、ど
ちらも h̄2/(2|γ|a2) である。γ = 0 ではバンドが平坦となり、有限の曲率から質量を求めるこの
式は使えない。

[5] 二原子分子鎖の固有値方程式
一単位胞の基底を ϕA, ϕB とする。原子 A の対角要素は EA +2β、隣の単位胞にある A 軌道と
の移動要素は [2] と Bloch 和により 2γ cos(ka) となる。B 軌道の対角要素は EB。A‒B 間の要
素にも運動エネルギーの寄与がある。[2] で定義した T を用い、同一分子内の軌道の重なりを
SAB = ⟨ϕA|ϕB⟩ と置く。原問では列挙されていない重なり積分を無視するので SAB ≃ 0 であ
る。孤立 A 原子の方程式 (T + u)ϕA = EAϕA と Hermite 性から

⟨ϕA|T + u|ϕB⟩ = EASAB, (9)
⟨ϕA|T + u+ w|ϕB⟩ = EASAB + ⟨ϕA|w|ϕB⟩ ≃ δ. (10)
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孤立 B 原子の方程式から評価しても、同じ要素は EBSAB + ⟨ϕA|u|ϕB⟩ ≃ δ となる。従って二
つの等しいポテンシャル積分は、運動項を含む行列要素をそれぞれ評価するものである。係数
ck, dk は (

EA + 2β + 2γ cos(ka) δ
δ EB

)(
ck
dk

)
= E(k)

(
ck
dk

)
. (11)

ここで行列は Hermite であり、固有値は実数となる。

[6] 混成バンド
∆ = EA − EB + 2β (12)

と置く。固有値方程式の行列式から

0 = [EA + 2β + 2γ cos(ka)− E][EB − E]− δ2. (13)

E±(k) =
EA + EB

2
+ β + γ cos(ka)

±

√(
∆

2
+ γ cos(ka)

)2

+ δ2.

(14)

まず δ = 0 なら、A 由来の余弦バンド EA +2β +2γ cos(ka) と、分散のない B 準位 EB が交
差する。交差条件は ∆+2γ cos(ka) = 0 である。|∆| ≪ |γ| では交差点が第一ブリルアン領域内
にあり、∆ = 0 なら ka = ±π/2。一方 |∆| ≫ |γ| では両バンドの中心エネルギー差が A バンド
の半幅より十分大きく、交差しない。
δ ̸= 0 は A と B の混成を生む。交差点近傍では固有値が分裂し、直接ギャップは 2|δ| とな

る。|∆| ≫ |γ| では未混成準位差 |∆+ 2γ cos(ka)| が全波数で |δ| より十分大きい。固有値方程
式の二行から

δdk = [E(k)− EA − 2β − 2γ cos(ka)]ck, δck = [E(k)− EB]dk (15)

となる。Bに近い枝では |ck/dk| ≃ |δ/(∆+2γ cos(ka))| ≪ 1、Aに近い枝では同様に |dk/ck| ≪ 1
だから、各枝は主に元の A または B 軌道の性質を保つ。また固有値のずれは√

[∆ + 2γ cos(ka)]2
4

+ δ2 − |∆+ 2γ cos(ka)|
2

≃ δ2

|∆+ 2γ cos(ka)| (16)

と小さい。これは下図の大離調での弱い準位移動にも対応する。
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E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≪ |γ|, δ = 0

EA − EB

∆
0 (EB)

2β
4|γ|

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≪ |γ|, 0 < |δ| ≪ |γ|

EA − EB

∆
0 (EB)

2β
4|γ|

2|δ|

E+

E−

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≫ |γ|, δ = 0

EA − EB

∆

0 (EB)

2β
4|γ|

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≫ |γ|, 0 < |δ| ≪ |γ|

EA − EB

∆

0 (EB)

2β
4|γ|

E+

E−

ka = 0; shift ×200

EB

E−(0)
≃ δ2

∆+ 2γ

図 2: 混成の有無と離調の大小による分散。エネルギーは |γ| を単位とし、EB を基準とする。
全図で γ = −1、β = −0.5、小離調は ∆ = 0.25、大離調は ∆ = 4 とした。有限混成の二図はと
もに δ = 0.12。実線は固有エネルギー、破線は未混成 A バンドと B 準位、一点鎖線は孤立 A
準位、点線は A バンド中心を示す。矢印 2β は孤立 A 準位から中心への移動、4|γ| は未混成
A バンドの幅である。右上は交差波数でのギャップ、右下の枠内は ka = 0 での B 由来準位の
移動を縦に 200 倍拡大した図で、実線の位置は厳密な固有値から計算した。∆ < 0 の大離調で
は上下のバンド順が逆になる。
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[1] 円柱 B にはたらく摩擦
円柱 B の中心を原点に取り、右向きを x 軸正方向とする。円柱 C から B が受ける接線摩擦力
F は接触点で左下向き、床からの摩擦力 F ′ は床面に沿って左向きである。C から B への法線
力を T、床から B への法線力を N とすると、B に作用する力は次のようになる。

B

C

F T

F ′

N
mg

x

図 1: 円柱 B の自由物体図。摩擦力は各接触面の接線方向。

B の中心軸まわりでは、C との接触摩擦と床摩擦が腕の長さ a で逆向きのトルクを作る。静
止しているので

F = F ′. (1)

[2] 静止に必要な摩擦係数
左右対称なので、C が A、B から受ける接触力の鉛直成分を合計すると

2

(
F

2
+

√
3

2
T

)
= mg, F +

√
3T = mg. (2)

B の水平方向の釣合いは
−F ′ −

√
3

2
F +

1

2
T = 0. (3)

F ′ = F と連立して
F = F ′ =

2−
√
3

2
mg, T =

1

2
mg. (4)

B の鉛直釣合いから床の法線力は

N = mg +
1

2
F +

√
3

2
T =

3

2
mg. (5)

1



よって、円柱間と床面でそれぞれ静止摩擦力が最大静止摩擦力を越えないための条件は

µ ≥ F

T
= 2−

√
3, µ′ ≥ F ′

N
=

2−
√
3

3
. (6)

等号は最大静止摩擦力が働く限界の状態を表し、この場合も静止の条件に含まれる。

[3] 円柱の慣性モーメント
円柱の体積密度は m/(πa2l)。中心軸から距離 r の薄い円筒殻の質量は 2πrl dr に密度を掛けた
ものだから

I =

∫ a

0
r2

m

πa2l
(2πrl) dr =

2m

a2

∫ a

0
r3 dr (7)

=
1

2
ma2 . (8)

[4] 位置 T までの運動
右向きを正、反時計回りを正とする。床接点の床に対する速度は v+aωで、初期値は v0+aω0 > 0
である。この速度が初めて 0 になるまでは接点が右へ滑るので、動摩擦力は左向きで大きさ
µ′′mg となる。以下の滑走中の式はこの区間に適用する。摩擦は並進速度を減らし、反時計回
りの角速度も減らす。

mv̇ = −µ′′mg, Iω̇ = −aµ′′mg. (9)

I = ma2/2 を使い初期条件を入れると

v(t) = v0 − µ′′gt, ω(t) = ω0 −
2µ′′g

a
t. (10)

重心が一時停止する位置 T では tT = v0/(µ
′′g) なので

ST = v0tT − 1

2
µ′′gt2T =

v20
2µ′′g

, ω(T ) = ω0 −
2v0
a

. (11)

[5] 滑らずに転がり始める速さ
床との相対速度がゼロになる条件は、床接点の速度 v + aω = 0。滑走中

v(t) + aω(t) = v0 + aω0 − 3µ′′gt (12)

だから、転がり開始時刻は
tR =

v0 + aω0

3µ′′g
. (13)

そのときの符号付き重心速度は

vR = v0 − µ′′gtR =
2v0 − aω0

3
. (14)

問題の [6] の状況では tR > tT であり、vR < 0。従って速さは

|vR| =
aω0 − 2v0

3
. (15)
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[6] 位置 S へ戻る条件
転がり始めるのが T 通過より後であるには tR > tT。滑走だけを続けた場合に S へ戻る時刻は
tS = 2v0/(µ

′′g) であり、S に達する前に滑りが止まるには tR < tS。したがって
v0
µ′′g

<
v0 + aω0

3µ′′g
<

2v0
µ′′g

. (16)

v0, µ
′′, g, a > 0 を用いて整理すると

2v0
a

< ω0 <
5v0
a

. (17)

この範囲では T の後に左向きの無滑り運動へ移り、S までの距離を等速で戻る。
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陰極を x = 0、陽極を x = L とし、電位差を V > 0 とする。電子は陰極から陽極へ進む一
方、慣用電流は逆向きである。原本の装置を一次元で表すと次のようになる。

陰極 陽極

電子 v > 0

i = −i0
x = 0
ϕ = 0

x = L
ϕ = V

L

[1] 電子の速度
電子が陰極を出るときの運動エネルギーを無視できる。電荷 −e の電位エネルギーは −eϕ な
ので、陰極から x までのエネルギー保存は

1

2
mv(x)2 − eϕ(x) = 0. (1)

従って陽極向きを正とする速度は

v(x) =

√
2eϕ(x)

m
. (2)

[2] 定常電流
電荷保存則は ∂ρ/∂t + ∂i/∂x = 0 である。定常状態では ∂ρ/∂t = 0 だから ∂i/∂x = 0、すなわ
ち i は一定である。電子数密度を n > 0、速度を v > 0 とすると電子の電荷は −e なので

i = −env = −i0, i0 > 0. (3)

[3] 電位の微分方程式
定常電流から n = i0/(ev) であり、これを Poisson 方程式 ϵ0ϕ

′′ = en に代入すると

ϕ′′(x) =
i0

ϵ0v(x)
=

i0
ϵ0

√
m

2e
ϕ(x)−1/2. (4)

従って
A =

i0
ϵ0

√
m

2e
, α = −1

2
. (5)

1



[4] 電位分布
A > 0 であり、x > 0 では ϕ は増加する。右辺の ϕ−1/2 は陰極端 ϕ = 0 で定義されないので、
微分方程式は x > 0 で積分し、x → 0+ で ϕ, ϕ′ → 0 を課して積分定数を定める。微分方程式に
ϕ′ を掛けると

1

2

(
ϕ′(x)

)2
= 2A

√
ϕ(x), ϕ′(x) = 2

√
Aϕ(x)1/4. (6)

この式をさらに積分して
4

3
ϕ(x)3/4 = 2

√
Ax (7)

を得る。よって陰極境界を満たす電位は

ϕ(x) =

(
9A

4

)2/3

x4/3 =

[
9i0
4ϵ0

√
m

2e

]2/3
x4/3. (8)

実際、この解は ϕ(0) = 0 および ϕ′(0) = 0 を満たし、x > 0 で ϕ′′ > 0 となる。ただし
ϕ′′(x) = 4

9(9A/4)2/3x−2/3 は x → 0+ で発散する。したがって微分方程式は x > 0 で用い、陰極
での電位と電場の条件は x → 0+ の極限として課している。

[5] 電流電圧則
陽極で ϕ(L) = V とおくと、電位分布を i0 について解いて

i0 =
4

9
ϵ0

√
2e

m

V 3/2

L2
. (9)

これは平板真空ダイオードの空間電荷制限電流密度である。i0 は電圧の 3/2 乗に比例し、電極
間隔の二乗に反比例する。符号付き慣用電流は i = −i0 である。
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生成・消滅演算子を用いると

X̂ = x0(â+ â†), x0 =

√
h̄

2mω0
, Ĥ0 = h̄ω0

(
â†â+

1

2

)
. (1)

[1] 双極子遷移
µ̂ = qX̂ だから、数状態間の行列要素は

⟨l|µ̂|n⟩ = qx0
(√

n δl,n−1 +
√
n+ 1 δl,n+1

)
. (2)

従って n ≥ 1 なら |n− 1⟩, |n+ 1⟩ へ遷移でき、基底状態 |0⟩ からは |1⟩ だけが許される。

[2] 四次摂動によるエネルギー補正
一次摂動論では ∆En = ⟨n|λX̂4|n⟩ である。Q = â+ â† とおき、問題文の昇降作用を 2 回用い
ると

Q2|n⟩ =
√
n(n− 1)|n− 2⟩+ (2n+ 1)|n⟩+

√
(n+ 1)(n+ 2)|n+ 2⟩. (3)

n < 2 のとき最初の項はなく、負の添字の状態は含めない。Q は Hermite であり、異なる数状
態は直交するので、

⟨n|Q4|n⟩ = ∥Q2|n⟩∥2 (4)
= n(n− 1) + (2n+ 1)2 + (n+ 1)(n+ 2) (5)
= 6n2 + 6n+ 3. (6)

したがって
∆En = 3λ(2n2 + 2n+ 1)

(
h̄

2mω0

)2

. (7)

[3] 摂動後の双極子遷移
摂動を一次まで含む規格化固有状態は

|n⟩′ = |n⟩+ λx40
h̄ω0

∑
k ̸=n

|k−n|∈{2,4}

⟨k|Q4|n⟩
n− k

|k⟩+O(λ2), Q = â+ â†. (8)

四次演算子は偶数準位だけを混ぜるので、|8⟩′ と反対パリティの状態だけが双極子遷移の候補
となる。さらに Q は準位を 1 つだけ変えるため、候補は l = 3, 5, 7, 9, 11, 13 である。ただし候

1



補範囲だけでは行列要素の非零性は決まらない。Qlk = ⟨l|Q|k⟩ と書く。Q を 4 回作用させる
と、非対角行列要素は

(Q4)n+2,n = (4n+ 6)
√
(n+ 1)(n+ 2), (9)

(Q4)n+4,n =
√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4) (n ≥ 0) (10)

となる。準位を下げる行列要素は、これらの実行列要素の添字を交換して得られる。η =
λx40/(h̄ω0) とすると、一次遷移振幅は

⟨l′|qX̂|8′⟩
qx0

= Ql8 + η

∑
k ̸=l

(Q4)klQk8

l − k
+
∑
k ̸=8

Qlk(Q
4)k8

8− k

+O(η2). (11)

l = 13 では一次補正に寄与するのは、終状態の |9⟩ 成分と初期状態の |12⟩ 成分だけである。そ
の二項は √

13 (Q4)12,8
4

+

√
13 (Q4)12,8

−4
= 0. (12)

上の角括弧内の二つの総和へ行列要素を代入する。各行で左の加数が終状態の補正、右の加数
が初期状態の補正からの寄与である。

l = 3 : − 2
√
105 + 2

√
105 = 0, (13)

l = 5 : − 61
√
21 + 65

√
21 = 4

√
21, (14)

l = 7 : − 153
√
8 + 105

√
8 = −48

√
8, (15)

l = 9 : 408− 570 = −162, (16)
l = 11 : 69

√
110− 66

√
110 = 3

√
110. (17)

従って l = 3 でも一次振幅が消える。残る 4 つの振幅は
⟨5′|qX̂|8′⟩

qx0
= 4

√
21 η +O(η2),

⟨7′|qX̂|8′⟩
qx0

=
√
8(1− 48η) +O(η2), (18)

⟨9′|qX̂|8′⟩
qx0

= 3(1− 54η) +O(η2),
⟨11′|qX̂|8′⟩

qx0
= 3

√
110 η +O(η2). (19)

従って求める遷移先は
|5⟩′, |7⟩′, |9⟩′, |11⟩′. (20)

[4] Heisenberg 表示の位置演算子
[Ĥ0, â] = −h̄ω0â、[Ĥ0, â

†] = h̄ω0â
† より

â(t) = e−iω0tâ(0), â†(t) = eiω0tâ†(0). (21)

従って

X̂(t) = x0

(
e−iω0tâ(0) + eiω0tâ†(0)

)
(22)

= X̂(0) cos(ω0t) +
P̂ (0)

mω0
sin(ω0t). (23)
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[5] 位置の期待値
数状態では ⟨n|X̂(0)|n⟩ = ⟨n|P̂ (0)|n⟩ = 0 なので

⟨n|X̂(t)|n⟩ = 0. (24)

有限振幅で振動する例は、â の固有状態である規格化コヒーレント状態

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩, â|α⟩ = α|α⟩ (25)

である。この状態では
⟨α|X̂(t)|α⟩ = 2x0 Re

(
αe−iω0t

)
, (26)

となり、α ̸= 0 なら有限の振幅で角振動数 ω0 の正弦振動をする。
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[1] Bose–Einstein 分布
エネルギー E の一粒子状態の平均占有数は

fBE(E) =
1

exp[(E − µ)/(kBT )]− 1
. (1)

最低エネルギーを E0 = 0 としたので、基底状態も含めて分母を正に保つには µ < 0 が必要で
ある。凝縮相の熱力学極限では µ → 0− を考え、励起状態 E > 0 の分布には µ = 0 を用いる。
この極限で基底状態の占有数は発散するため、凝縮粒子数は励起状態の分布と分けて数える。

[2] µ への依存
E と T > 0 を固定すると

∂fBE

∂µ
=

e(E−µ)/(kBT )

kBT
(
e(E−µ)/(kBT ) − 1

)2 > 0, (2)

なので fBE は µ とともに単調に増加する。以下は例として E > 0 かつ E/(kBT ) = 1 の概形
である。許される µ ≤ 0 では µ = 0 に有限値で近づく。基底状態 E = 0 では µ → 0− で発散
する。

u = µ/(kBT )

fBE

0.5

0−4

[3] 状態密度
運動量空間でエネルギーが E 以下の領域は半径 √

2mE の球である。スピン縮退がなく、状態
を位相空間体積 h3 ごとに数えると

N (E) =
V

h3
4π

3
(2mE)3/2 =

V

6π2

(
2m

h̄2

)3/2

E3/2, (3)

D(E) =
dN
dE

=
V

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

E1/2. (4)

1



[4] 励起粒子数の上限
固定した E で占有数は µ とともに増すから、励起状態の粒子数は µ = 0 で最大となる。
β = 1/(kBT ) とし x = βE と変数変換すると

Nmax
t =

V

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

(kBT )
3/2

∫ ∞

0

x1/2

ex − 1
dx (5)

=
V

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

(kBT )
3/2Γ(3/2)ζ(3/2) (6)

= V ζ(3/2)

(
mkBT

2πh̄2

)3/2

. (7)

従って T → 0 で Nmax
t → 0 となる。

[5] 臨界温度
臨界点では励起状態に全粒子を収容できる限界に達し、N = Nmax

t (Tc) である。よって

Tc =
2πh̄2

mkB

[
N

V ζ(3/2)

]2/3
. (8)

[6] 凝縮成分
有限系での基底占有数は N0 = fBE(0) = [exp(−µ/kBT )− 1]−1 だから、µ = −kBT ln(1 + 1/N0)
である。T < Tc では余剰粒子が基底状態を巨視的に占め、熱力学極限で N0 → ∞ とともに
µ → 0− となる。この極限で励起状態の分布に µ = 0 を代入すると、その粒子数は Nmax

t (T ) に
飽和する。残り

N0 = N −Nmax
t (T ) (9)

は E = 0 の基底状態を巨視的に占める。したがって E > 0 の連続状態の積分だけで凝縮粒子
数を数えない。

[7] 全エネルギーと定積熱容量
基底状態のエネルギーを 0 とすると、全エネルギーは励起状態の寄与だけである。

U =

∫ ∞

0
ED(E)fBE(E) dE (10)

=
V

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

(kBT )
5/2

∫ ∞

0

x3/2

ex − 1
dx (11)

=
3

2
V ζ(5/2)

(
m

2πh̄2

)3/2

(kBT )
5/2. (12)

固定 N,V で微分する。凝縮相では µ = 0 であり、励起状態の U は上式の温度依存だけを持つ
ため

CV =

(
∂U

∂T

)
N,V

=
15

4
V kBζ(5/2)

(
mkBT

2πh̄2

)3/2

. (13)
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[8] 液体 4He の数値評価
数密度を質量密度から求めると

n =
N

V
=

1.5× 102

6.7× 10−27
= 2.24× 1028 m−3. (14)

臨界温度は

Tc =
2π(1.1× 10−34 J s)2

(6.7× 10−27 kg)(1.4× 10−23 J/K)

(
2.24× 1028 m−3

2.61

)2/3

= 3.40 K. (15)

有効数字 1 桁では Tc ≃ 3 K である。

[9] 理想気体模型との違い
実際の液体ヘリウムでは原子間相互作用を無視できず、相関のある液体となる。ここで用いた
理想気体は相互作用を全く含まないため、その臨界温度は実験の超流動転移温度と一致する必
要はない。
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領域 II (|x| < d) の屈折率を n2、領域 I・III (|x| > d) の屈折率を n1 < n2 とする。界面に平
行な z 方向の波数を β > 0 とし、原本の位相因子 ei(ωt−βz) を用いる。

[1] 閉じ込め条件
界面に沿う波数成分は境界で連続である。コア内の波数の大きさは k0n2 なので β = k0n2 sin θ
である。クラッドで x 方向に伝搬せず減衰するには、その媒質中の全波数 k0n1 より界面平行
成分が大きくなければならない。一方コア内では横方向に振動するので

k0n1 < β < k0n2. (1)

下端ではクラッドの減衰率が 0、上端ではコアの横波数が 0 となり、いずれも束縛モードの条
件から外れる。

[2] Maxwell 方程式
媒質 j では ϵj = ϵ0n

2
j、µ = µ0 とする。z 依存は ∂/∂z = −iβ なので、∇ × E = −iωµ0H と

∇×H = iωϵjE の成分比較から

E′
y = −iµ0ωHz, Hx = − β

µ0ω
Ey, (2)

Hy = 0, H ′
z = i

(
β2

µ0ω
− ϵjω

)
Ey. (3)

ここで Hy は β > 0 による成分式から 0 であり、Maxwell 方程式の残りの成分とも整合する。

[3] Hz は恒等的にゼロにはならない
領域 II で Hz が恒等的にゼロであると仮定する。このとき H ′

z = 0 なので、[2] の成分式より

0 =
i

µ0ω
(β2 − k20n

2
2)Ey. (4)

[1] の β < k0n2 より括弧内は非零であり、領域 II で Ey も恒等的にゼロとなる。さらに
Hx = −βEy/(µ0ω) と Hy = 0 より、同領域の電磁場はすべてゼロとなり、非自明な場が伝搬す
ることに反する。従って

Hz ̸≡ 0 (−d < x < d). (5)

1



[4] 電場の波動方程式
[2] の式を微分すると E′′

y = −iµ0ωH
′
z であるから

d2Ey

dx2
+ (k20n

2
j − β2)Ey = 0, j =

{
1 (|x| > d),

2 (|x| < d).
(6)

コアでは k =
√
k20n

2
2 − β2 > 0、クラッドでは κ =

√
β2 − k20n

2
1 > 0 とおく。

[5] 偶対称固有モード
コア内の偶関数解と外側で減衰する解を

Ey(x) =

{
a cos(kx), |x| < d,

a cos(kd)e−κ(|x|−d), |x| ≥ d
(7)

と置く。Ey の連続性は外側の振幅を上式のように定める。x = d で微分も連続する条件は

−ak sin(kd) = −aκ cos(kd), k tan(kd) = κ. (8)

従って

A(β) = kd = d
√

k20n
2
2 − β2, B(β) =

κ

k
=

√
β2 − k20n

2
1

k20n
2
2 − β2

, tanA = B. (9)

[6] 固有値と単一モード条件
B > 0 だから arctanB は (−π/2, π/2) にあり、tanA = B は

F (β) = A(β)− arctanB(β) = mπ, m ∈ Z (10)

と同値である。許容区間 k0n1 < β < k0n2 で A は減少し、B は増加するため F は単調減少す
る。端点極限は

lim
β→k0n1+

F (β) = Amax = k0d
√

n2
2 − n2

1 > 0, (11)

lim
β→k0n2−

F (β) = −π

2
. (12)

よって F = 0 を満たす偶対称モードは必ず少なくとも 1 つある。F の値域に π が含まれるの
は Amax > π のときで、その場合にはもう 1 つの偶モードが存在する。従って偶モードが 1 つ
だけとなる正確な条件は

k0d
√
n2
2 − n2

1 ≤ π. (13)

等号では F = π は β = k0n1 という許容区間外の端でしか達しないため、追加の減衰束縛モー
ドはない。
単一モード時はコア内に節のない偶関数形となり、両クラッドへ指数関数的に減衰する。図

では横座標を x/d、縦座標を Ey/Ey(0) とし、例として kd = κd = π/4 を選ぶ。この組は界面
条件 k tan(kd) = κ を満たし、上で定めた A = kd = π/4、B = κ/k = 1 に対応する（例えば
βd = 2 とすれば、対応する屈折率比も n1 < n2 となる）。
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x/d

Ey/Ey(0)

−1 1
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[1] 二原子格子の分散関係
ばねの配置から、単位格子 n の変位は

mün = C1(vn − un) + C2(vn−1 − un), (1)
mv̈n = C1(un − vn) + C2(un+1 − vn). (2)

Bloch 波を
un = uei(kan−ωt), vn = vei(ka(n+1/2)−ωt) (3)

とおく。振幅の方程式は(
mω2 − C1 − C2 C1e

ika/2 + C2e
−ika/2

C2e
ika/2 + C1e

−ika/2 mω2 − C1 − C2

)(
u
v

)
= 0. (4)

非自明解には行列式が 0 であることが必要なので

ω2
±(k) =

C1 + C2 ±
√
C2
1 + C2

2 + 2C1C2 cos(ka)
m

. (5)

ω−(k) が音響枝、ω+(k) が光学枝である。

[2] 第一ブリルアン領域
第一ブリルアン領域は −π/a ≤ k ≤ π/a である。端点と中心で

ωa(0) = 0, ωo(0) =

√
2(C1 + C2)

m
, (6)

ωa(π/a) =

√
2C2

m
, ωo(π/a) =

√
2C1

m
, (7)

ここで C1 > C2 を用いた。図では C1 = 4, C2 = 1,m = 1 とし、横軸は ka で表す（ばね定数と
質量は同じ単位系）。

ka

ω

−π π

音響

光学

1



音響枝の長波長極限は、cos(ka) ≃ 1− (ka)2/2 を用いると

ωa(k) ≃ va|k|, va = a

√
C1C2

2m(C1 + C2)
. (8)

光学枝は
ωo(k) ≃

√
2(C1 + C2)

m
− C1C2a

2k2

4
√

2m(C1 + C2)3
. (9)

したがって k → 0 で、音響枝の群速度は va（k < 0 側は −va）、光学枝の群速度は

vg,o ≃ − C1C2a
2

2
√
2m(C1 + C2)3

k −→ 0. (10)

[3] 長波長での原子の振動
k = 0 で [1] の固有行列に音響枝の ωa = 0 を代入すると −(C1 + C2)u+ (C1 + C2)v = 0、すな
わち u = v である。光学枝の mω2

o = 2(C1 +C2) を代入すると (C1 +C2)(u+ v) = 0、すなわち
u = −v となる。k → 0 では Bloch 位相 eika/2 → 1 だから、この振幅関係が実変位 un, vn の同
位相・逆位相にそのまま対応する。従って音響枝では隣接原子がまとまって動き、光学枝では
二つの基底原子が互いに逆向きに振動する。

[4] 光子の非弾性散乱
結晶へ渡る運動量は入射光子から散乱光子を引いた差であるため

Ki = Kf + qB. (11)

三角形の頂点をつなぐと

Ki

Kf
qB

θ

である。ωi ≫ ωB なら |Kf | ≃ |Ki| なので

|qB|2 = |Ki|2 + |Kf |2 − 2|Ki||Kf | cos θ (12)
≃ 2|Ki|2(1− cos θ), (13)

|qB| ≃ 2|Ki| sin(θ/2). (14)

[5] 音速と Brillouin 周波数
長波長音響フォノンでは ωB = va|qB| である。媒質中の光子波数は |Ki| = nωi/c だから

ωB

va
=

2nωi

c
sin(θ/2). (15)

2



[6] 音速の数値
分光波数を ν̃B = 1/λB = 3.0 cm−1 = 3.0× 102 m−1 とする。原本の h̄ωB = hcν̃B と h = 2πh̄ よ
り ωB = 2πcν̃B である。また ωi = 2πc/λi なので ωB/ωi = λiν̃B。散乱角 180◦ では

va =
c

2n

ωB

ωi
=

cλiν̃B
2n

(16)

=
(3.0× 108)(680× 10−9)(3.0× 102)

2(2.4)
m/s (17)

= 1.275× 104 m/s ≃ 1.3× 104 m/s (2桁). (18)

[7] 中性子散乱からばね定数
q = π/a では分散関係から

ω1 = ωo(π/a) =

√
2C1

m
, ω2 = ωa(π/a) =

√
2C2

m
. (19)

中性子の運動エネルギー En = h̄2K2/(2Mn) と K = 2π/λ を用いる。フォノンを生成するので

h̄2

2Mn

[(
2π

λij

)2

−
(
2π

λf

)2
]
= h̄ωj , j = 1, 2. (20)

ここで λi1 < λi2 なので、同一の λf に対して j = 1 のエネルギー移行が大きく、光学枝 C1、
j = 2 は音響枝 C2 に対応する。∆j = λ−2

ij − λ−2
f > 0 と置けば

Cj =
2mπ4h̄2

M2
n

∆2
j , j = 1, 2. (21)

[8] 格子定数
音響速度の式を a について解くと

a = va

√
2m

(
1

C1
+

1

C2

)
. (22)

ばね定数の表式を代入して

a =
vaMn

π2h̄

√
1

∆2
1

+
1

∆2
2

, ∆j =
1

λ2
ij

− 1

λ2
f

. (23)

この式は長さの次元を持ち、音速因子 va を含む。
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[1] 重心運動と相対運動
全質量を M = m1 +m2 とすると、定義から

r1 = R− m2

M
r, r2 = R+

m1

M
r. (1)

従って運動エネルギーは
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 =

1

2
m1

(
Ṙ− m2

M
ṙ
)2

+
1

2
m2

(
Ṙ+

m1

M
ṙ
)2

(2)

=
1

2
MṘ

2
+

1

2

m1m2

M
ṙ2. (3)

交差項 Ṙ · ṙ の係数は −m1m2/M +m2m1/M = 0 なので相殺する。よって

L =
1

2
MṘ

2
+

1

2
µṙ2 − U(r), M = m1 +m2, µ =

m1m2

m1 +m2
. (4)

重心座標と相対座標の運動は独立に分離された。
以下では U = U(r) とし、相対運動だけを考える。

[2] 極座標でのラグランジアン
平面極座標 r = (r cosϕ, r sinϕ, 0) の速度の大きさの二乗は

ṙ 2 = ṙ 2 + r2ϕ̇ 2. (5)

従って
L =

1

2
µ(ṙ 2 + r2ϕ̇ 2)− U(r). (6)

[3] 角運動量と有効ポテンシャル
L は ϕ に陽に依存しないので ϕ は循環座標である。Euler–Lagrange 方程式より

d

dt

∂L

∂ϕ̇
=

d

dt
(µr2ϕ̇) = 0, l = µr2ϕ̇ =一定. (7)

r に関する方程式は

µr̈ = µrϕ̇ 2 − dU

dr
=

l2

µr3
− dU

dr
= − d

dr

(
U(r) +

l2

2µr2

)
. (8)

1



したがって半径方向の運動は、有効ポテンシャル

Ueff(r) = U(r) +
l2

2µr2
(9)

中の一次元運動と同じである。l ̸= 0 のとき第二項は角運動量による遠心障壁と呼ばれ、半径
方向の運動方程式に外向きの力 l2/(µr3) を加える。

[4] エネルギー保存
半径方向の運動方程式に ṙ を掛けると

µṙr̈ = −dUeff
dr

ṙ = −dUeff
dt

. (10)

よって
E =

1

2
µṙ 2 + U(r) +

l2

2µr2
=一定. (11)

[5] Laplace–Runge–Lenz ベクトル
U(r) = −k/r（k > 0）の運動方程式は r̈ = −kr̂/(µr2)、ただし r̂ = r/r である。角運動量
l = µr × ṙ は一定。原本で与えられたベクトルを

A = µṙ × l− µkr̂ (12)

と書く。
Ȧ = µr̈ × l− µk ˙̂r (13)

= − k

r2
r̂ × l− µk ˙̂r = 0, (14)

ここでは、ṙ = r̂ · ṙ として
r̂ × l = µr̂ × (r × ṙ) = µr(ṙr̂ − ṙ) = −µr2 ˙̂r (15)

を用いた。最後の等号は ˙̂r = (ṙ − ṙr̂)/r による。したがって A も保存する。
ベクトル積 ṙ × l と r はともに l と垂直なので

A · l = 0. (16)

またスカラー三重積を使うと
A · r = µ(ṙ × l) · r − µkr (17)

= µl · (r × ṙ)− µkr = l2 − µkr. (18)

A = |A| とする。l ̸= 0、A ̸= 0 の場合には、A と r のなす角 α を使って A · r = Ar cosα と等
置し、

1

r
=

µk

l2

(
1 +

A

µk
cosα

)
, A = |A|. (19)

を得る。これは焦点を中心力の中心に持つ円錐曲線の極座標表示である。
A = 0 の円軌道では α は定義できないが、上の内積恒等式から直接 r = l2/(µk) が得られる。

一方、l = 0 の直線軌道では l2 で除算できないため、この軌道式を使わず、半径方向の運動方
程式 µr̈ = −k/r2（r > 0）で扱う。
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以下、真空中を考える。

[1] 電流が作る磁場
[1.1] 円環電流
円環の各電流要素から軸上の点までの距離は √

a2 + z2 である。対称性により横成分は相殺し、軸
成分だけが加わる。Biot–Savart 則から

Bz(0, 0, z) =
µ0I

4π

∫ 2π

0

a2 dθ

(a2 + z2)3/2
=

µ0Ia
2

2(a2 + z2)3/2
. (1)

図 1 の電流方向へ右手の指を曲げると、親指が +z を向く。

[1.2] 有限長ソレノイドの中心磁場
巻数が長さ方向に一様に分布するとし、単位長さあたりの巻数を n = N/l とする。軸方向位置 z′

にある幅 dz′ の巻線は ndz′ 回の円電流に相当する。その中心への寄与を [1.1] に重ねると

Bz(0) =
µ0nIa

2

2

∫ l/2

−l/2

dz′

(a2 + z′2)3/2
(2)

=
µ0NI

2
√
a2 + (l/2)2

=
µ0NI√
l2 + 4a2

. (3)

中心磁場はソレノイド軸方向である。有限長の結果であり、l ≫ a の極限では Bz(0) ≃ µ0NI/l と
なる。

[1.3] 自己インダクタンス
自己インダクタンスの計算では l ≫ a とし、内部磁場を一様とみなす。各巻線を貫く磁束は

Φ = Bπa2 ≃ µ0NI

l
πa2. (4)

全磁束鎖交数は NΦ = LI だから

L =
NΦ

I
=

µ0N
2πa2

l
. (5)

1



[2] 交流コンデンサー間の電磁場
極板間隔 d ≪ b として端効果を無視し、極板半径が交流の波長に比べて十分小さい準静的近似を
用いる。その条件は ω0b

√
µ0ε0 ≪ 1 であり、電磁波の伝播に伴う電場の空間変化を無視する。極

板間の電場を +z 方向に正として選ぶと

E(t) =
v0
d

sin(ω0t) ez. (6)

端効果を無視し、半径 r < b の円周を囲む積分路に Maxwell–Ampère 則を適用する。電束は
πr2Ez なので

2πrBϕ = µ0ε0
d

dt
(πr2Ez), B(r, t) =

µ0ε0ω0v0r

2d
cos(ω0t) eϕ. (7)

cos(ω0t) > 0 のとき B は +z 軸から見て反時計回り、cos(ω0t) < 0 では時計回りである。電場の
時間変化に対する右ねじの向きであり、cos = 0 では磁場は瞬間的にゼロとなる。

[3] LC 回路
[3.1] 電流の時間変化
最初にコンデンサーに蓄えられた電荷を q(0) = CV とする。i の正方向をコンデンサーが放電す
るときの向きに取れば i = −q̇ で、初期電流は i(0) = 0 である。回路の電圧則は

q

C
= L

di

dt
= −L

d2q

dt2
, q̈ +

1

LC
q = 0. (8)

角振動数 ω = 1/
√
LC の解は

q(t) = CV cos(ωt), i(t) = −q̇ = CV ω sin(ωt). (9)

電流は最初ゼロから増え、コンデンサーが空になる t = π/(2ω) で最大となる。

[3.2] 電場・磁場エネルギー
コンデンサーとソレノイドのエネルギーは

UC(t) =
q2

2C
= E0 cos2(ωt), UL(t) =

1

2
Li2 = E0 sin2(ωt), E0 =

1

2
CV 2. (10)

したがって UC +UL = E0 は一定である。t = 0 では全エネルギーが電場にあり、t = π/(2ω) では
磁場に移り、t = π/ω では再び電場に戻る。この交換が繰り返される。横軸を ωt、縦軸を U/E0

とした同一図に示す。

ωt

U/E0

0 π/2 π 3π/2 2π

UC/E0UL/E0

2



[3.3] 極板間隔を 2d にした場合
スイッチをつなぐ前に極板を引き離す間、漏れがないため電荷 Q = CV は一定である。平行板容
量が C ′ = C/2 となり、電圧は V ′ = Q/C ′ = 2V に上がる。従って接続直後の全エネルギーと固
有角振動数は

U ′
0 =

Q2

2C ′ = CV 2 = 2E0, ω′ =
1√
LC ′

=
√
2ω. (11)

以後 q(0) = Q, i(0) = 0 なので

U ′
C(t) = 2E0 cos2(

√
2ωt), U ′

L(t) = 2E0 sin2(
√
2ωt). (12)

同じ規格化 U/E0 と横軸 ωt で描くと、エネルギー振幅が 2 倍、振動数が √
2 倍になる。

ωt

U/E0

0 π/2 π 3π/2 2π

U ′
C/E0U ′

L/E0

極板間隔を増すには、極板間の引力に逆らって外力が仕事をする必要がある。理想的な容量モデ
ルで損失を無視し、極板を静止させた前後の状態を比べると、外力の仕事は電気エネルギーの増
加 U ′

0 − E0 = Q2/(2C ′)−Q2/(2C) = E0 に等しい。接続後はその増えた全エネルギーがコンデン
サーとソレノイドの間を移る。
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[1] Pauli 行列の固有状態
|α⟩ = (1, 0)T , |β⟩ = (0, 1)T を σz の固有値 +1,−1 の状態とする。行列の作用を直接計算すると

σx
|α⟩+ |β⟩√

2
= +

|α⟩+ |β⟩√
2

, σx
|α⟩ − |β⟩√

2
= −|α⟩ − |β⟩√

2
, (1)

σy
|α⟩+ i|β⟩√

2
= +

|α⟩+ i|β⟩√
2

, σy
|α⟩ − i|β⟩√

2
= −|α⟩ − i|β⟩√

2
. (2)

したがって | ± x⟩ = (|α⟩ ± |β⟩)/
√
2、| ± y⟩ = (|α⟩ ± i|β⟩)/

√
2 がそれぞれ固有値 ±1 の規格化固

有状態である。

[2] 電場中の一次元運動
[2.1] ハミルトニアン
p = pxex, E = Eez なので p×E = −pxEey。従って

H =
p2x
2m

+HSO =
p2x
2m

− γE

h̄
pxσy . (3)

[2.2] 分散とスピン
平面波 ϕk(x) = eikx では px = h̄k だから

H(k) =
h̄2k2

2m
− γEkσy. (4)

σy 固有値を s = ±1 とし、|y,+1⟩ = |+ y⟩、|y,−1⟩ = | − y⟩ と書くと、固有関数と固有エネルギ
ーは

ψk,s(x) = eikx|y, s⟩, (5)

Es(k) =
h̄2k2

2m
− sγEk =

h̄2

2m

(
k − smγE

h̄2

)2

− mγ2E2

2h̄2
. (6)

二本は k = 0 で交差する放物線で、それぞれの固有枝ではスピンは一定の sey を向く。γ < 0 の
ため、各 k ̸= 0 で低い方の枝は s = sgn(γk) = − sgn(k) である。つまり最低エネルギー状態を
k < 0 から k > 0 へ移るとスピンは +y から −y へ反転する。交差点 k = 0 では縮退しており、
スピン方向は一意に定まらない。
k∗ = |mγE|/h̄2、E∗ = mγ2E2/(2h̄2)、x = k/k∗ と置けば Es/E∗ = x2 + 2sx である。分散を図
示する。

1



k/k∗

Es/E∗
s = +1s = −1

0

1−1

青実線と赤破線は σy の固有値 +1,−1 に対応する。放物線の頂点はそれぞれ k/k∗ = −1,+1 に
あり、エネルギーは −E∗ である。

[2.3] Zeeman 場を加えた場合
∆ = gµBB/2 > 0 とおくと、Zeeman 項を含む運動量表示ハミルトニアンは

H(k) =
h̄2k2

2m
+∆σx − γEkσy =

h̄2k2

2m
+ h(k) · σ, h(k) = (∆,−γEk, 0). (7)

Pauli 行列の反交換関係から (h · σ)2 = |h|2I となり、h · σ の固有値は ±|h| である。従って

E±(k) =
h̄2k2

2m
±
√
∆2 + (γEk)2 . (8)

k = 0 の準位差は 2∆ = gµBB で、電場のみの交差が有限の間隔を持つ反交差となる。その規格
化固有状態で {σj ,h ·σ} = 2hjI の期待値を取ると、2(±|h|)⟨σj⟩± = 2hj（j = x, y, z）である。従
ってスピン期待値は

⟨σ⟩± = ± (∆,−γEk, 0)√
∆2 + (γEk)2

. (9)

よって k = 0 では上枝が +x、下枝が −x を向く。γ < 0 なら hy = −γEk は k と同じ符号を持
つ。|k| が大きくなるにつれて、上枝のスピンは有効場 h(k) と平行、下枝のスピンは反平行の
まま連続的に回る。十分大きな正の k では上枝が +y、負の k では上枝が −y に近づき、下枝は
反対向きとなる。
固有エネルギーの概略は次のようになる。q = k/k0, k0 = ∆/(|γ|E) とし、二次項の無次元係
数 c = h̄2k20/(2m∆) を表示例として c = 1 に選ぶ。したがって曲線は E±/∆ = q2 ±

√
1 + q2 で、

q = 0 のギャップは 2∆ = gµBB である。曲率は c に依存する。

k/k0

E/∆

E−(k)

E+(k)

2∆ = gµBB

2
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[1] 速度空間でのミクロカノニカル分布
N = 2 の全運動エネルギーは

E =
m

2
(v2x,1 + v2y,1 + v2x,2 + v2y,2). (1)

したがって 4 成分を座標とする速度空間では、許される点は原点中心、半径

R =

√
2E

m
(2)

の 3 次元球面上にある。ミクロカノニカル分布では、等しい微小エネルギー幅の殻に含まれる
位相空間体積を等重みに数える。速度球面の面積要素を dS、半径方向の厚さを dR とすると、
殻の体積は dS dR である。E = mR2/2 を微分すれば

dE = mRdR, dS dR =
dS dE

mR
. (3)

同じ球面上では mR が一定なので、固定したエネルギー幅に対する重みは dS に比例する。位置
積分は速度方向に依存しない共通因子となり、ミクロカノニカル分布はこの球面に一様である。

[2] d 次元球面の表面積
半径 r の球面を、最初の d− 1 座標 q1, . . . , qd−1 で表すと

qd = ±
√
r2 − q21 − · · · − q2d−1. (4)

各半球の面積要素はグラフ面積の公式から

dS =

√√√√1 +
d−1∑
j=1

(
∂qd
∂qj

)2

dq1 · · · dqd−1 =
r√

r2 −
∑d−1

j=1 q
2
j

dq1 · · · dqd−1. (5)

上下二つの半球を足し、各変数が残りの半径以内を動く積分にすると、問題文の式が得られる。
たとえば

S2(r) =

∫ r

−r
dq1

2r√
r2 − q21

, (6)

S3(r) =

∫ r

−r
dq1

∫ √
r2−q21

−
√

r2−q21

dq2
2r√

r2 − q21 − q22
, (7)

S4(r) =

∫ r

−r
dq1

∫ √
r2−q21

−
√

r2−q21

dq2

∫ √
r2−q21−q22

−
√

r2−q21−q22

dq3
2r√

r2 − q21 − q22 − q23
. (8)

同じ構成を d− 1 重積分へ拡張できる。
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[3] N = 2 の粒子 1 の速さ
速度ベクトル v1 が平面内で速さ v1 と角度 θ を持つとする。エネルギー一定面上で粒子 2 の速
さは

s = |v2| =
√
R2 − v21. (9)

各 v1 に対し、残る 2 成分 (vx,2, vy,2) は半径 s の円周上を動く。エネルギーのデルタ関数を用
いてその寄与を書くと

P (v1) dv1 ∝ 2πv1 dv1︸ ︷︷ ︸
v1 の円環面積

∫
R2

d2v2 δ
(
E − m

2
(v21 + v22)

)
(10)

∝ 2πv1 dv1
S2(s)

ms
. (11)

0 < v1 < R で粒子 2 の速さを積分変数 u とすると、デルタ関数の引数が 0 となるのは u = s
で、その微分の絶対値は ms である。したがって上の殻積分は∫ ∞

0
2πu du δ

(
E − m

2
(v21 + u2)

)
=

2πs

ms
=

S2(s)

ms
=

2π

m
. (12)

ここで S2(s) = 2πs は円周長であり、この殻積分は v1 に依存しない。したがって速さの確率密
度は

P (v1) ∝ v1 (0 < v1 < R), P (v1) = 0 (v1 > R). (13)

半径 v1 の円環面積に比例するため、平面速度ベクトルの密度と速さの密度は異なる。

[4] 一般の N に対する速さ分布
全エネルギー E = Nϵ のとき、2N 次元速度球面の半径は

R =

√
2Nϵ

m
. (14)

粒子 1 の二成分を固定すると、残る 2N − 2 成分の速度空間は半径 s =
√

R2 − v21 の球面上にあ
る。前問と同じエネルギー殻積分から

P (v1) dv1 ∝ 2πv1 dv1
S2N−2(s)

ms
. (15)

d 次元球面の表面積は半径の d− 1 乗に比例するので S2N−2(s) ∝ s2N−3。従って

P (v1) ∝ v1

(
2Nϵ

m
− v21

)N−2

, 0 < v1 <

√
2Nϵ

m
. (16)

それより大きい速さでは P (v1) = 0 である。

[5] Maxwell 速さ分布への極限
v1 を固定して N → ∞ とする。v1 に依らない係数を比例定数へまとめると

P (v1) ∝ v1

(
1− mv21

2Nϵ

)N−2

(17)

−→ v1 exp
(
−mv21

2ϵ

)
. (18)

これは二次元での Maxwell 速さ分布であり、先頭の v1 は二次元の円環面積要素に由来する。
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[6] 温度
温度 T の二次元 Maxwell 速さ分布は P (v1) ∝ v1 exp[−mv21/(2kBT )] である。指数を [5] と比べ
ると

T =
ϵ

kB
. (19)

これは各粒子に二つの並進自由度があり、平均運動エネルギーが 2(kBT/2) = kBT であること
とも一致する。
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政岡凜太郎

[1] 電束密度
球の全電荷は Q = 4πa2σ である。Gauss 則を半径 r > a の球面に適用すると

D(r, t) = σ
a2

r2
r̂, D(r, t) = |σ|

(a
r

)2
. (1)

ここでは球中心を原点とする瞬間座標を用いた。

[2] 移動電荷の磁場
速度が c より十分小さいとき、動く微小電荷 dq による磁場は dH = (dq/4π)v × R̂/R2 である。
電束密度への寄与は dD = (dq/4π)R̂/R2 なので、重ね合わせれば球外で

H = v ×D. (2)

移動する場は ∂tD = −(v ·∇)D を満たし、外部では ∇ ·D = 0 である。一定ベクトル v に対し
∇× (v ×D) = v(∇ ·D)− (v ·∇)D = ∂tD となり、Maxwell–Ampère 則とも整合する。

[3] 円 C に沿う積分
v = vex とし、θ を r と +x 軸のなす角とする。球面座標の方位方向を eϕ とすると

H = Hϕeϕ, Hϕ =
σa2v sin θ

r2
. (3)

円 C の半径は d = r sin θ で、H は円周に接する。周回方向を eϕ とする。積分面 S は、瞬間的
な球中心を中心とする半径 r > a の球面上で、極角 0 ≤ ϑ ≤ θ の球冠とし、法線を外向きに選
ぶ。その境界は円 C であり、正の周回方向は eϕ となる。この面は球殻を横切らないので∮

C
H · dℓ = 2πdHϕ (4)

=

∫
S

∂D

∂t
· dS =

2πσa2v sin2 θ

r
. (5)

円周積分と面積分を結ぶ等号は Maxwell–Ampère 則の積分形である。S 上には伝導電流がなく、
変位電流だけが寄与する。
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[4] 円 C を縁とする面を貫く電束の変化
基準時刻に [3] の球冠面 S を選び、その後は実験室に固定して電束の時間変化を求める。球冠
面上では D = σa2er/r

2 なので、基準時刻の電束は

Ψ =

∫
S
D · dS = σa2

∫ 2π

0
dϕ

∫ θ

0
sinϑdϑ = 2πσa2(1− cos θ). (6)

微分するときに球冠面を球と一緒に動かしてはならない。実験室に固定した点では球中心か
らの位置が ∂tr = −vex と変わる。その長さの時間微分は ∂tr = er · ∂tr = −v cosϑ である。
D = σa2r/r3 に積の微分を適用すると

∂tD = σa2
(
∂tr

r3
− 3r

r4
∂tr

)
(7)

=
σa2v

r3
(3 cosϑ er − ex) , (8)

∂tD · er =
2σa2v cosϑ

r3
. (9)

従って、固定面を貫く電束の時間変化は
dΨ

dt
=

∫
S
∂tD · dS (10)

=
2σa2v

r3

∫ 2π

0
dϕ

∫ θ

0
r2 cosϑ sinϑdϑ =

2πσa2v sin2 θ

r
. (11)

よって ∆t の一次までで

∆Ψ =
2πσa2v sin2 θ

r
∆t =

2πσa2v sin3 θ

d
∆t. (12)

この面の選び方なら、r > a の全ての極角で導出できる。円 C の平面円板を選ぶと球殻を横切
る場合があり、その場合は伝導電流も含める必要がある。軸上の θ = 0, π では円が縮み、上の
値は 0 となる。

[5] 磁場の大きさ
[3]の円周積分を 2πdで割るか、[4]の電束変化率を使う。ここで割り算は円が縮まない 0 < θ < π
で行い、軸上は連続極限で評価すると

H(r, t) =
|∆Ψ|
2πd∆t

=
|σ|a2v sin θ

r2
. (13)

磁場は σ > 0 なら +eϕ、σ < 0 なら −eϕ を向く。軸上では上式の極限が H = 0 を与える。

[6] 磁気エネルギー密度
真空中では B = µ0H なので

u(r, t) =
B2

2µ0
=

1

2
µ0H

2 =
1

2
µ0σ

2a4v2
sin2 θ

r4
. (14)
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[7] 球外の磁気エネルギー
球外 r > a の全空間で積分する。体積要素は r2 sin θ dr dθ dϕ なので

Umag =
1

2
µ0σ

2a4v2
∫ ∞

a

dr

r2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin3 θ dθ (15)

=
1

2
µ0σ

2a4v2
(
1

a

)
(2π)

(
4

3

)
=

4π

3
µ0σ

2a3v2 . (16)

[8] 運動に伴う全エネルギー
磁気エネルギーを運動エネルギーに加えると

Etot =
1

2
m0v

2 + Umag =
1

2

(
m0 +

8π

3
µ0σ

2a3
)
v2. (17)

したがって、この近似で運動に伴う有効質量は meff = m0 + 8πµ0σ
2a3/3 と書ける。

球が動くと電束密度の時間変化が磁場を作り、その磁場はエネルギーを持つ。この磁気エネル
ギーは速さの二乗に比例するので、運動エネルギーへ加えると質量の増加分として表せる。外
力は物質の球だけでなく、運動に伴う磁場も作る仕事をする。ここで扱うのは運動に伴うエネ
ルギーであり、電気的自己エネルギーは含めない。
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[1] 低周波の状態密度
d 次元の波数空間で、半径 k の球（円）に含まれる状態数は体積に比例し、N(k) ∝ kd である。
線形分散 ω = vk から k = ω/v なので

D(ω) =
dN

dω
∝ ωd−1. (1)

従って 3 次元立方格子では p = 2、2 次元正方格子では p = 1 である。

[2] 低温比熱
低周波の状態密度を D(ω) = Aωp と書く。Debye 近似では、このべき則を有限個のモード数に
合う上限角周波数 ωD まで延長する。この近似での内部エネルギーは

U =

∫ ωD

0
dωD(ω)

h̄ω

eh̄ω/(kBT ) − 1
. (2)

十分低温では寄与する周波数は kBT/h̄ ≪ ωD であり、上限を無限大まで延ばせる。x = h̄ω/(kBT )
と置換すると

U ∝ T p+2

∫ ∞

0

xp+1

ex − 1
dx, CV =

dU

dT
∝ T p+1. (3)

よって 3 次元では q = 3、2 次元では q = 2 となる。

[3] 層状系の伝搬方向
図 3(i) の帯域幅は ωa、(ii) は ωb であり、ωa ≪ ωb である。面内では結合が強いため復元力と音
速が大きく、面内方向の分散は広い帯域を持つ。従って (ii) が面内、分散の狭い (i) が弱く結合
した面間方向である。

[4] 等エネルギー面

面内波数を k∥ =
√

k2x + k2y、面間波数を kz とする。両方向で線形分散が成り立つ ω0 ≪ ωa で
は、長波長の音響分散は

ω2 ≃ v2∥k
2
∥ + v2⊥k

2
z . (4)

従って ω = ω0 面は
v2∥(k

2
x + k2y) + v2⊥k

2
z = ω2

0, (5)

すなわち異方的な楕円体である。

1



ωa ≪ ω0 ≪ ωb では、面内分散は線形の範囲にある。弱い面間方向の分散は kz に依存するが、
その ω2 への寄与を f(kz) と書けば、通常の弱結合近似では 0 ≤ f(kz) ≲ ω2

a ≪ ω2
0 である。した

がって主項では
v2∥(k

2
x + k2y) = ω2

0 − f(kz) ≃ ω2
0. (6)

面内波数の大きさは k∥ ≃ ω0/v∥ でほぼ一定となり、等エネルギー面は kz 方向に第一ブリルア
ン領域全体へ延びる円筒面に近い。

[5] 層状系の状態密度
低周波では楕円体の体積が ω3 に比例する。状態数 N(ω) ∝ ω3 を微分すれば

D(ω) ∝ ω2, r = 2 (ω ≪ ωa). (7)

中間域の円筒では、面間方向の波数幅はほぼ一定で、囲まれる状態数は面内円の面積に比例す
る。主項の半径は k∥ ≃ ω/v∥ なので、ω ≫ ωa では N(ω) ∝ ω2、従って

D(ω) ∝ ω, r = 1 (ωa ≪ ω ≪ ωb). (8)

[6] 層状系の比熱
熱的に寄与する周波数域全体で状態密度を D(ω) ∝ ωr と近似できる場合、比熱積分で x =
h̄ω/(kBT ) と置けば

CV ∝ T r+1

∫ ∞

0
dxxr+2 ex

(ex − 1)2
. (9)

この積分は温度によらない。kBT ≪ h̄ωa では熱的周波数域が低周波の D(ω) ∝ ω2 に収まるので
s = 3 となる。
中間温度 h̄ωa ≪ kBT ≪ h̄ωb では、D(ω) ∝ ω が成り立つ領域の寄与は主項として

CV,mid ∝ T 2

∫ h̄ωb/(kBT )

h̄ωa/(kBT )
dxx3

ex

(ex − 1)2
(10)

である。下端を 0 へ延ばす相対誤差は、被積分関数が x → 0 で x に近づくため O((h̄ωa/kBT )
2)

となる。ただし実際の低周波モードをこの延長で置き換えたわけではない。[4] の非負で有界な
面間寄与をもつ分散では、ω ≲ ωa の状態数は面内半径 ωa/v∥ の円筒内の状態数以下であり、熱
的半径 kBT/(h̄v∥) の状態数に比べて O((h̄ωa/kBT )

2) である。低周波の各モードの比熱は高々
kB なので、この部分も主項には影響しない。上端側は熱的占有の指数因子で抑えられる。従っ
て面内線形分散が熱的周波数域で有効なこの温度範囲では CV ∝ T 2、すなわち s = 2 である。
h̄ωb ≪ kBT では全フォノンモードが古典極限に入り、各モードの比熱は温度によらず一定なの
で s = 0 となる。
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図の +x 方向を右向きとし、ω > 0 は球底面の点が球中心に対して +x 方向へ動く回転とす
る。球に働く床からの水平力積は符号付きで P < 0 である。

aω

P < 0

+x

床

[1] 慣性モーメント
球の一様密度は ρ = 3m/(4πa3) である。回転軸から距離 r sin θ にある体積要素を積分すると

I = ρ

∫ a

0
r4 dr

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin3 θ dθ (1)

=
3m

4πa3
· a

5

5
· 2π · 4

3
=

2

5
ma2 . (2)

[2] 衝突直後の滑りなし条件
接触点の速度は、球中心の並進速度 v′ と回転による速度 aω′ の和である。この符号規約では

v′ + aω′ = 0 . (3)

[3] 1 回の衝突
衝突前の水平方向速度は 0 である。床から球への力積が P なので、水平運動量の式は

mv′ = P. (4)

球底面に働く左向き力積は正回転を弱める。球中心まわりの角運動量変化は
I(ω′ − ω) = aP. (5)

P = mv′ と v′ = −aω′ を代入し、I = 2ma2/5 を使うと
2

5
ma2(ω′ − ω) = −ma2ω′, (6)

ω′ =
2

7
ω , v′ = −2

7
aω . (7)
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[4] 反跳ごとの保存量
n 回目の衝突について、床からの水平力積を符号付きで Pn とすると

m(vn − vn−1) = Pn, I(ωn − ωn−1) = aPn. (8)

ここで ln = Iωn − amvn と置く。従って

ln − ln−1 = I(ωn − ωn−1)− am(vn − vn−1) (9)
= aPn − aPn = 0. (10)

よって
l = Iωn − amvn は反跳回数n によらず一定. (11)

[5] 最終的な転がり速度
反跳が終わると接触点速度が 0 なので vF = −aωF である。従って保存量は

l = IωF − amvF = −
(
I

a
+ am

)
vF = −7

5
mavF , (12)

最後の等号では I = 2ma2/5 を使った。従って

vF = − 5l

7ma
. (13)

初期値 l = Iω0 − amv0 と等置すると

vF =
5

7
v0 −

2

7
aω0 . (14)

したがって反跳終了時に並進しない条件は

vF = 0 ⇐⇒ v0 =
2

5
aω0 . (15)
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[1] 無限直線電荷
線電荷から距離 r の同軸円筒をガウス面に選ぶ。長さ l の円筒面を貫く電束は 2πrlE(r) で、
内部電荷は λl だから

E(r) =
λ

2πε0r
er, E(r) =

|λ|
2πε0r

. (1)

r0 を基準に Er = −dϕ/dr を積分すると

ϕ(r)− ϕ(r0) = −
∫ r

r0

Er(r
′) dr′ = − λ

2πε0
ln r

r0
. (2)

よって ϕ(r0) = 0 とすれば、原問の式を得る。

[2] 平行な二本の線電荷
点 (r cos θ, r sin θ) から (a, 0), (b, 0) までの距離をそれぞれ ra, rb とすると

r2a = a2 + r2 − 2ar cos θ, r2b = b2 + r2 − 2br cos θ. (3)

[1] のポテンシャルを重ね合わせて

ϕ(r, θ) =
λ

2πε0
ln rb
ra

=
λ

4πε0
ln b2 + r2 − 2br cos θ
a2 + r2 − 2ar cos θ . (4)

[3] 鏡像電荷と境界条件
線電荷 +λ を (d, 0)、鏡像線電荷 −λ を (D, 0) に置くと、全ポテンシャルは

ϕ(r, θ) =
λ

4πε0
ln D

2 + r2 − 2Dr cos θ
d2 + r2 − 2dr cos θ . (5)

r = R でこの比が θ に依存しないためには、分子・分母の cos θ 係数で割った定数項が等しく
なければならない。従って

D2 +R2

2DR
=
d2 +R2

2dR
, (D − d)(dD −R2) = 0. (6)

像電荷は空洞外にあるので D > R > d、従って

D =
R2

d
. (7)

1



この鏡像電荷対だけのポテンシャルは r = Rで λ ln(R/d)/(2πε0)となる。接地条件 ϕ(R, θ) = 0
を満たすため、この定数を引く。D = R2/d を代入してまとめると、空洞内 (r < R) のポテン
シャルは

ϕ(r, θ) =
λ

4πε0
ln
[
d2r2/R2 +R2 − 2dr cos θ

d2 + r2 − 2dr cos θ

]
. (8)

r = R では分子と分母が等しく、対数の中身が 1 となるため、接地条件を満たす。加えた定数
は電場および誘導面電荷密度には影響しない。

x

y

+λ −λ

d

R

D = R2/d

r = R

[4] 誘導面電荷密度
境界では原問の法線規約により σ(θ) = ε0∂rϕ|r=R である。上のポテンシャルを微分し、D =
R2/d を代入すると

σ(θ) =
λ

4π

[
2d2/R− 2d cos θ

d2 +R2 − 2dR cos θ − 2R− 2d cos θ
d2 +R2 − 2dR cos θ

]
(9)

= − λ(R2 − d2)

2πR(R2 + d2 − 2Rd cos θ) . (10)

正の線電荷に対して誘起面電荷は全周で負であり、最も近い θ = 0 側で絶対値が最大となる。

[5] 誘起電荷の全量
a = d/R < 1 と置くと

σ(θ) = − λ

2πR

1− a2

1− 2a cos θ + a2
= − λ

2πR

(
1 + 2

∞∑
n=1

an cosnθ
)
. (11)

各余弦の一周積分は 0 なので、円筒内側面の単位長さ当たり電荷は

R

∫ 2π

0
σ(θ) dθ = −λ . (12)

[6] 面密度測定から位置を求める
線電荷の角度が ψ の場合、[4] の式は

σ(θ) = − λ

2πR

[
1 + 2

d

R
cos(θ − ψ)

]
+O

(
(d/R)2

)
(13)

2



となる。以下の対向点の和・差と位置の復元も d/R の一次までであり、対向点で和と差を取
れば定数項と反対称な成分を分離できる。

σ1 − σ3 = − 2λd

πR2
cosψ, σ1 + σ3 = − λ

πR
, (14)

σ2 − σ4 = − 2λd

πR2
sinψ, σ2 + σ4 = − λ

πR
. (15)

従って、x0 = d cosψ, y0 = d sinψ より

x0 =
R

2

σ1 − σ3
σ1 + σ3

, y0 =
R

2

σ2 − σ4
σ2 + σ4

. (16)
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[1] 1 粒子状態のエネルギー
図の ψS は節を持たない対称状態、ψA は節を 1 つ持つ反対称状態である。一次元束縛状態で
は節の少ない状態ほどエネルギーが低いので

ES = −J, EA = +J. (1)

[2] 局在基底
規格直交する ψS , ψA より

⟨ψL|ψR⟩ =
1

2
(⟨ψS |ψS⟩ − ⟨ψA|ψA⟩) = 0. (2)

また HψS = −JψS , HψA = JψA だから、{ψL, ψR} 基底の行列要素は

H1 =

(
0 −J
−J 0

)
. (3)

[3] 1 粒子のトンネル確率
左井戸状態 |L⟩ からの時間発展は

e−iH1t/h̄|L⟩ = cos
(
Jt

h̄

)
|L⟩+ i sin

(
Jt

h̄

)
|R⟩. (4)

従って右井戸にある確率は
PR(t) = sin2

(
Jt

h̄

)
. (5)

[4] 相互作用のない 2 粒子系
[4.1] ハミルトニアン
対称化された規格化状態は

|0⟩ = |LL⟩, |1⟩ = |LR⟩+ |RL⟩√
2

, |2⟩ = |RR⟩. (6)

一体トンネル項 −J(|L⟩⟨R|+ |R⟩⟨L|) を各粒子に作用させると
H|0⟩ = −

√
2J |1⟩, H|1⟩ = −

√
2J(|0⟩+ |2⟩), H|2⟩ = −

√
2J |1⟩. (7)

1



従って

H0 =

 0 −
√
2J 0

−
√
2J 0 −

√
2J

0 −
√
2J 0

 . (8)

[4.2] 固有エネルギー
反対称な端状態 (|0⟩ − |2⟩)/

√
2 の固有値は 0。対称な端状態 (|0⟩+ |2⟩)/

√
2 と |1⟩ に対して、上

の行列の制限は (
0 −2J

−2J 0

) となる。この二次元ブロックの固有値は ±2J なので

E = −2J, 0, 2J. (9)

[4.3] 粒子数確率
初期状態 |LL⟩ は、独立に左右へ移る 2 粒子の積状態である。x = Jt/h̄ とすると

P0(t) = cos4 x, (10)

P1(t) = 2 sin2 x cos2 x =
1

2
sin2(2x), (11)

P2(t) = sin4 x. (12)

各時刻で和は 1。原図の選択肢では図 2(a) に対応し、点線が P0、実線が P1、一点鎖線が P2

を表す。確率の共通周期は
T =

πh̄

J
. (13)

一周期の概形は次のとおりである。

t/T

Pn

0

1

1

P0 dotted
P1 solid
P2 dash-dot

[5] 強い引力相互作用
[5.1] ハミルトニアン
同一井戸に 2 粒子がある状態のエネルギーを −A だけ下げると、

H−A =

 −A −
√
2J 0

−
√
2J 0 −

√
2J

0 −
√
2J −A

 . (14)

[5.2] 固有エネルギー

反対称端状態のエネルギーは −A。対称端状態と |1⟩ の部分行列は
(
−A −2J
−2J 0

)
である。従

って
E = −A, E± =

−A±
√
A2 + 16J2

2
. (15)
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A≫ J で展開すると

E− = −A− 4J2

A
+O(J4/A3), Ea = −A, E+ =

4J2

A
+O(J4/A3). (16)

[5.3] 引力の場合の粒子数確率
有限の A に対する確率を求める。同一井戸状態の相互作用エネルギーを一般の符号付き u と
し、そのハミルトニアンを H(u) と書く。引力の場合は u = −A である。端状態の対称・反対
称な組合せを

|s⟩ = |0⟩+ |2⟩√
2

, |a⟩ = |0⟩ − |2⟩√
2

(17)

と置く。[5.2] と同じ分解により、基底 (|s⟩, |1⟩) での部分行列は

Hs(u) =

(
u −2J

−2J 0

)
, H(u)|a⟩ = u|a⟩ (18)

である。準位差を ∆ =
√
u2 + 16J2 とすると、2 次元の単位行列 I に対して(

Hs(u)−
u

2
I
)2

=
∆2

4
I. (19)

従って行列指数の偶数べきと奇数べきをまとめれば時間発展を求められる。この小節では
x = ∆t/(2h̄)、y = ut/(2h̄) と置く。初期状態 |0⟩ = (|s⟩+ |a⟩)/

√
2 から

|Ψ(t)⟩ = e−iy

√
2

[(
cosx− i

u

∆
sinx

)
|s⟩+ i

4J

∆
sinx |1⟩

]
(20)

+
e−2iy

√
2

|a⟩. (21)

各占有状態へ射影して振幅の絶対値二乗を取ると
P0(t) =

1

4

∣∣∣e−iy
(

cosx− i
u

∆
sinx

)
+ e−2iy

∣∣∣2 , (22)

P1(t) =
8J2

∆2
sin2 x, (23)

P2(t) =
1

4

∣∣∣e−iy
(

cosx− i
u

∆
sinx

)
− e−2iy

∣∣∣2 . (24)

従って有限 A では中間状態 |1⟩ も一般に占有される。A/J ≫ 1 ではその振幅は小さく、主要
な時間変化は二つの同一井戸状態間の遅いペア移動となる。初期状態 |0⟩ は対称状態 |s⟩ と反
対称状態 |a⟩ を等重みで含む。|s⟩ を主成分とする低エネルギー固有状態と |a⟩ のエネルギー差
は 4J2/A であり、その相対位相から

P0(t) ≃ cos2
(
2J2t

Ah̄

)
, P2(t) ≃ sin2

(
2J2t

Ah̄

)
, P1 ≪ 1. (25)

ペア移動の周期は
TA =

2πh̄

4J2/A
=
πh̄A

2J2
. (26)

図 2(b) に対応する概形は次のとおりである。点線が P0、実線が P2、一点鎖線が小さい P1 で
ある。

t/TA

Pn

1

P0 dotted
P2 solid
P1 dash-dot
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[6] 強い斥力相互作用
同じ井戸に 2 粒子があるときのエネルギーを B だけ上げると

H+B =

 B −
√
2J 0

−
√
2J 0 −

√
2J

0 −
√
2J B

 , E = B, E± =
B ±

√
B2 + 16J2

2
. (27)

B ≫ J では E− = −4J2/B +O(J4/B3)、Ea = B、E+ = B + 4J2/B +O(J4/B3)。従って近接
する端状態間の遅いペア移動も同じ形であり

P0(t) ≃ cos2
(
2J2t

Bh̄

)
, P2(t) ≃ sin2

(
2J2t

Bh̄

)
, P1 ≪ 1. (28)

原図では同じく図 2(b) で、周期は
TB =

πh̄B

2J2
. (29)

ここでも有限 B では P1(t) は厳密にはゼロでなく、[5.3] の厳密式に u = B を入れる。

[7] 引力と斥力の比較
引力 u = −A と斥力 u = +B のどちらでも、同じ絶対値 |u| なら厳密な確率式は同じである。
行列

H(u) =

 u −
√
2J 0

−
√
2J 0 −

√
2J

0 −
√
2J u

 (30)

に S = diag(1,−1, 1) を使うと H(−u) = −SH(u)S。H(u) は実行列で S|0⟩ = |0⟩ だから、時間
発展は

e−iH(−u)t/h̄|0⟩ = S
[
e−iH(u)t/h̄|0⟩

]∗
. (31)

S は各占有振幅に符号 ±1 を掛けるだけなので、複素共役後の絶対値二乗も元と同じである。
従って各占有数確率と確率グラフの概形は符号反転で変化しない。違うのは同一井戸の対状態
が他状態より低いか高いかというエネルギー準位の順序である。
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β = 1/(kBT ) とする。粒子は古典 Boltzmann 統計に従い、N ! で割って同種粒子の重複計数
を除く。

[1] 理想気体の分配関数
一粒子の並進分配関数は位置積分と三つの運動量積分の積であり

z1 =
1

h3

∫
V
d3r

∫
R3

d3p e−βp2/(2m) (1)

=
V

h3

(∫ ∞

−∞
e−βp2x/(2m)dpx

)3

= V

(
mkBT

2πh̄2

)3/2

. (2)

ここで h = 2πh̄ とガウス積分を用いた。従って

Z0(T, V,N) =
zN1
N !

=
V N

N !

(
mkBT

2πh̄2

)3N/2

. (3)

[2] 内部エネルギーと定積比熱

U = − ∂

∂β
lnZ0 =

3

2
NkBT , CV =

(
∂U

∂T

)
V,N

=
3

2
NkB . (4)

[3] 理想気体の状態方程式
F0 = −kBT lnZ0 であり、V に依存する項は −NkBT lnV だけなので

P = −
(
∂F0

∂V

)
T,N

= kBT
∂ lnZ0

∂V
=

NkBT

V
. (5)

従って
PV = NkBT. (6)

[4] 引力と排除体積
原問の一粒子エネルギーは p2/(2m) − αN/V である。従って全ポテンシャルエネルギー
は −αN2/V、Boltzmann 因子は exp(βαN2/V ) となる。短距離斥力によって配置空間体積は
V −Nb となるから

Z(T, V,N) =
(V −Nb)N

N !

(
mkBT

2πh̄2

)3N/2

exp
(

αN2

V kBT

)
. (7)

1



Helmholtz 自由エネルギーは

F = −kBT lnZ = Fkin(T,N)−NkBT ln(V −Nb)− αN2

V
, (8)

ここで Fkin は V に依存しない。よって

P = −FV =
NkBT

V −Nb
− αN2

V 2
,

(
P +

αN2

V 2

)
(V −Nb) = NkBT. (9)

[5] 自由エネルギー最小と安定性
固定した T,N, P に対して A(V ) = F (T,N, V ) + PV とする。停留点では

A′(V ) = FV + P = 0 ⇐⇒ P = −FV , (10)

右辺の P (V ) = −FV は均一状態の圧力であり、固定した外圧 P と停留点で一致する。さらに

A′′(V ) = FV V = −
(
∂P

∂V

)
T,N

. (11)

局所安定な熱平衡は A′′ > 0 の極小なので ∂P/∂V < 0。A′′ < 0 の極大は不安定である。A′′ = 0
では二階微分だけで安定性を判定できず、この等温線で安定枝が終わる点は限界点となる。図
1 では左右の等しい最小値が同じ Gibbs 自由エネルギーを持つ共存状態、中央の極大が不安定
状態である。

V /(Nb)

(F + PV )/(Nα/b)

安定 安定

不安定

図では kBTb/α = 1/4 の例を用いた。共存圧力は Pcoexb2/α ≃ 0.01808161 であり、二つの極
小の高さが等しくなるように求めた。自由エネルギー図の縦軸は、体積によらない項と共存時
の極小値を差し引いて示した。

[6] 圧力による傾きの変化
圧力を P + δP に変えると

AP+δP (V ) = AP (V ) + δP V. (12)

したがって δP > 0 では大体積側ほど自由エネルギーが余分に上がり、小体積側の極小がより
低くなる。圧力を下げると逆に大体積側の極小が選ばれる。これは外圧を上げると圧縮が進み、
外圧を下げると膨張・気化が進むことに対応する。
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V /(Nb)

(F + PV )/(Nα/b)

破線は共存圧力、実線は圧力増加、点線は圧力減少を表す。圧力変化は δPb2/α = ±0.001 とし、
同じ自由エネルギーに δPV を加えて描いた。

[7] 状態方程式と平衡等温線
状態方程式 P (V ) = NkBT/(V −Nb)− αN2/V 2 をこの温度で描くと、図 1 に二つの極小があ
る条件では S 字状の van der Waals ループを持つ。中間枝は ∂P/∂V > 0 であり、均一な状態
として不安定である。共存圧力 Pcoex では、小体積相と大体積相の Gibbs 自由エネルギーが等
しい。全 N 個の粒子がそれぞれの均一相にあるときの体積を Vl, Vg と書き、Vl < Vg とする。
F (V ) = F (T,N, V ) と略記すると、二つの大域最小の高さが等しい条件は

F (Vg)− F (Vl) = −Pcoex(Vg − Vl) (13)

である。
中間の全体積では、二つの相が共存し、各相に属する粒子の割合が変わる。熱力学極限で界
面の自由エネルギーを無視し、各相の体積と自由エネルギーを加える。大体積相に属する粒子
の割合を x（0 ≤ x ≤ 1）とすると、自由エネルギーの示量性から

V = (1− x)Vl + xVg, (14)
Fmix(V ) = (1− x)F (Vl) + xF (Vg). (15)

従ってこの混合状態の圧力は

−dFmix
dV

= −F (Vg)− F (Vl)

Vg − Vl
= Pcoex. (16)

このため平衡等温線は Vl ≤ V ≤ Vg で水平となる。均一状態の S 字曲線と、二相の割合が変わ
る平衡状態を同じ図に示す。

V /(Nb)

Pb2/α

Pcoexb2/α

破線は状態方程式の全枝、実線は平衡等温線である。共存区間は一定圧力の直線で結び、区間
外では実線と状態方程式が一致する。
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原問の時間依存を e−iωt とし、媒質は z > 0、波の伝播方向を +z とする。電場は x 方向で、
複素波数 k̃ = k1 + ik2 を用いて

E(z, t) = Re
[
Ẽ0 exe

i(k̃z−ωt)
]
= |Ẽ0|e−k2z cos(k1z − ωt+ δ) ex (1)

と書く（δ = arg Ẽ0）。媒質中で減衰する解を選ぶので k2 > 0 である。

[1] 分散関係と位相速度
波動方程式に ei(k̃z−ωt) を代入すると

−k̃2 + ϵµω2 + iµσω = 0, k̃2 = ϵµω2 + iµσω . (2)

位相一定条件 k1z − ωt+ δ = const. から、位相速度は振幅減衰を決める k2 ではなく

vph =
ω

k1
. (3)

[2] 振幅減衰距離
振幅は z とともに e−k2z 倍される。e−k2d = e−1 より

d =
1

k2
. (4)

これは振幅の 1/e 距離であり、時間平均二乗場や強度の 1/e 距離は 1/(2k2) である。

[3] 実部・虚部
(k1 + ik2)

2 = (k21 − k22)+ 2ik1k2 = µω(ϵω+ iσ). よって k21 − k22 = ϵµω2、2k1k2 = µσω。k1, k2 > 0
の減衰・前進波の枝を選ぶと

k1 =

√
µω

2

(√
ϵ2ω2 + σ2 + ϵω

)
, (5)

k2 =

√
µω

2

(√
ϵ2ω2 + σ2 − ϵω

)
. (6)

1



[4] 伝導率による減衰距離

d =

√√√√ 2

µω
(√

ϵ2ω2 + σ2 − ϵω
) . (7)

高伝導率 σ ≫ ϵω では平方根の内側の根号を σ と近似できるため

d ≃
√

2

µσω
∝ σ−1/2 . (8)

低伝導率 σ ≪ ϵω では √
ϵ2ω2 + σ2 − ϵω ≃ σ2/(2ϵω) なので

d ≃ 2

σ

√
ϵ

µ
∝ σ−1 . (9)

[5] 電場・磁場の位相差
Faraday 則から複素振幅は

B̃(z) =
k̃

ω
ez × Ẽ(z) =

k̃

ω
Ẽ0eye

ik̃z. (10)

位相 Θ = k1z− ωt+ δ と書くと、実電場は Ex ∝ cosΘ、実磁束密度は By ∝ cos(Θ+ ϕ) である。
同じ山に注目すれば磁束密度の山は電場より ϕ/ω だけ遅い時刻に現れる。従って磁束密度は
電場に対して k̃ の偏角だけ遅れ、

ϕ = arg(k1 + ik2) = tan−1

(
k2
k1

)
, 0 < ϕ <

π

2
. (11)

高伝導率極限では k1/k2 → 1 より ϕ → π/4 。低伝導率極限では k2/k1 → 0 より ϕ → 0 。

[6] 平均ポインティング流束
z = 0 で B̃0 = (k̃/ω)Ẽ0ey である。実場の時間平均を複素振幅で計算すると

⟨S⟩ = 1

2µ
Re
(
Ẽ0 × B̃

∗
0

)
=

|Ẽ0|2

2µω
Re(k̃ ∗)ez (12)

=
|Ẽ0|2k1
2µω

ez. (13)

従って

|⟨S⟩| = |Ẽ0|2k1
2µω

=
|Ẽ0|2

2

√√√√ ϵ

2µ

(√
1 +

σ2

ϵ2ω2
+ 1

)
. (14)

流束は媒質内へ向かう +z 方向である。

[7] 媒質に及ぼす単位体積あたりの仕事率
電磁場が電荷にする仕事率密度は電流密度との内積である。オーム則を用いれば

Q(r, t) = E(r, t) · J(r, t) = σ|E(r, t)|2 ≥ 0 . (15)

電場は x 方向なのでここでの絶対値二乗は実場の成分の二乗を表す。
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[8] Joule 熱と侵入エネルギー
媒質中の電場振幅が |Ẽ0|e−k2z であるから

⟨Q(z, t)⟩ = σ

2
|Ẽ0|2e−2k2z. (16)

従って単位界面面積あたり、単位時間に媒質内で消費される平均仕事は∫ +∞

0
⟨Q(z, t)⟩dz =

σ|Ẽ0|2

4k2
=

|Ẽ0|2k1
2µω

= |⟨S(0)⟩|, (17)

ここで 2k1k2 = µσω を用いた。媒質の奥では流束がゼロに減衰するため、境界から流入した平
均電磁エネルギーは全て媒質内の Joule 熱に変わる。
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物理工学専攻院試解答集
2015 年度物理学 II 第 4 問

政岡凜太郎

[1] 逆格子と第一ブリュアン域
逆格子の定義は ai · bj = 2πδij である。b1 = (u, v) とすると

√
3a

2
u+

a

2
v = 2π, −

√
3a

2
u+

a

2
v = 0.

和と差から v = 2π/a, u = 2π/(
√
3a) を得る。同様に

b1 = 2π

(
1√
3a
,
1

a

)
, b2 = 2π

(
− 1√

3a
,
1

a

)
. (1)

第一ブリュアン域は、原点と最短の逆格子点との垂直二等分線に囲まれた領域である。最短
の 6 点は ±b1,±b2,±(b1 − b2)。各境界は k · G = |G|2/2 を満たす。G = b1 − b2 の境界は
kx = 2π/(

√
3a)。b1, b2 の境界の交点は kx = 0, ky = 4π/(3a) なので

P =

(
2π√
3a
, 0

)
, Q =

(
0,

4π

3a

)
. (2)

得られる領域は図の正六角形である。図中の O は波数原点を表す。

[2] スピンを含めた自由電子の状態数
単位胞の面積を s、系全体の面積を S とすると

s = |a1 × a2| =
√
3

2
a2, 電子数 =

2S

s
.

波数空間で単位面積あたりの状態数は S/(2π)2。スピン 2 重を含めて円内の状態を数えると

2
S

(2π)2
πk2F =

2S

s
, kF =

1

a

√
8π√
3
. (3)

[3] フェルミ面と第一域の関係
円の面積は πk2F = (2π)2/s で、第一ブリュアン域の面積に等しい。ただし形は円と六角形で異
なる。六角形の内接半径 rin と外接半径 rout は

rin =
2π√
3a
, rout =

4π

3a
, rin < kF < rout.

したがってフェルミ面は各辺を横切るが、六角形の頂点には届かない。自由電子のフェルミ面
は第一域の外にも続く円である。

1



kx/(π/a)

ky/(π/a)

b1/(π/a)b2/(π/a)

P

Q

O
kx/(π/a)

ky/(π/a)

kF /(π/a)

図 1: 左: 逆格子と第一域。座標の単位は π/a。右: 同じ縮尺の第一域（青線）と自由電子のフェ
ルミ面（赤破線）。

[4] 原子軌道への射影
原問の図 2 の配置に従って、A から最近接 B への変位を

δ1 =
a1 + 2a2

3
, δ2 =

a1 − a2

3
, δ3 =

−2a1 − a2

3
(4)

と選ぶ。どれも長さ a/
√
3 である。最近接位相の和を

f(k) =
3∑

j=1

eik·δj

と定義する。以下 λA = λAk , λB = λBk と略記する。A 軌道への固有方程式の射影は、規格化積分
と最近接行列要素だけを残して∫

ϕA(r − rAi )Hψk(r) dr = eik·r
A
i [ϵAλ

A + τf(k)λB], (5)

E(k)

∫
ϕA(r − rAi )ψk(r) dr = eik·r

A
i E(k)λA. (6)

B から A への最近接変位は −δj なので、B への射影には f∗ が現れる。共通の位相を除くと(
ϵA τf(k)

τf(k)∗ ϵB

)(
λA

λB

)
= E(k)

(
λA

λB

)
. (7)

これは係数に対する固有値方程式である。

[5] 二本のエネルギー帯
行列式がゼロになる条件は

(E − ϵA)(E − ϵB)− τ2|f(k)|2 = 0.

したがって上帯を E+、下帯を E− とすると

E±(k) =
ϵA + ϵB

2
±
√

(ϵA − ϵB)2

4
+ τ2|f(k)|2. (8)

2



位相の和の絶対値の二乗は

|f |2 = 3 + 2
∑
i<j

cos[k · (δi − δj)] (9)

= 3 + 4 cos
(√

3akx
2

)
cos
(
aky
2

)
+ 2 cos(aky). (10)

よってこの最後の式を代入すれば kx, ky の明示的な関数になる。

[6] 占有状態と最小ギャップ
各エネルギー帯は単位胞あたりスピン込みで 2 個の電子を収容する。電子が単位胞あたり 2 個
なら下帯は満たされ、上帯は空である。f = 0 で下帯が最大、上帯が最小となる。kx = 0 では

|f |2 = 1 + 4 cos
(
aky
2

)
+ 4 cos2

(
aky
2

)
=

[
1 + 2 cos

(
aky
2

)]2
.

ゼロになるのは cos(aky/2) = −1/2。第一域にある点は

X =

(
0,±4π

3a

)
, E1 = ϵB, E2 = ϵA, Eg = ϵA − ϵB. (11)

これらは図の上・下の頂点に当たる。以下では X = (0, 4π/(3a)) を選ぶ。

[7] X 近傍の曲率と有効質量
ky = 4π/(3a) + q とおき、|aq| ≪ 1 で展開すると

1 + 2 cos
(
2π

3
+
aq

2

)
= −

√
3a

2
q +O(q2).

Eg > 0 なので平方根を展開できる。原問の Eg ≫ |τ | の範囲では

E+(q) = ϵA +
3a2τ2

4Eg
q2 +O(q3), (12)

E−(q) = ϵB − 3a2τ2

4Eg
q2 +O(q3). (13)

電子の有効質量を 1/m∗ = (1/h̄2) ∂2E/∂k2y で定義すると

m∗
+ =

2h̄2Eg

3a2τ2
, m∗

− = −2h̄2Eg

3a2τ2
. (14)

上帯は極小なので正、下帯は極大なので負である。下帯のホールを用いる場合は、電子の符号
付き曲率質量とは別に m∗

hole = |m∗
−| となる。

3



[8] すべて同じ原子にした場合
ϵB = ϵA とするとギャップは消え、kx = 0 で

E±(ky) = ϵA ± |τ |
∣∣∣∣1 + 2 cos

(
aky
2

)∣∣∣∣ .
よって X 近傍では

E±(q) = ϵA ±
√
3a|τ |
2

|q|+O(q2), Eg = 0. (15)

上下のエネルギーを大小で並べると |q| を含む直線的な交差になる。[7] の放物的な有効質量の
式を、ギャップが消える場合にそのまま用いることはできない。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 I 第 1 問

政岡凜太郎

[1] 単振り子の運動方程式
角度 θ1 を鉛直下向きから測る。支点まわりの重力のモーメントは −m1gl1 sin θ1、慣性モーメ
ントは m1l

2
1 なので、

m1l
2
1θ̈1 = −m1gl1 sin θ1, θ̈1 +

g

l1
sin θ1 = 0. (1)

小振幅では sin θ1 ≃ θ1 だから、

θ̈1 + ω2
0θ1 = 0, ω0 =

√
g

l1
. (2)

[2] 質量の影響
運動方程式では慣性項と重力による復元項の両方が m1 に比例するため、質量を約すと固有角
周波数には m1 が残らない。一方、平衡位置で同じ大きさの水平撃力 J を加えると、角運動量
の変化から角速度の初期値は θ̇1 = J/(m1l1) となる。小振幅での角振幅はこの初期角速度を ω0

で割った
θmax ≃ J

m1
√
gl1

. (3)

したがって同じ撃力なら、質量が大きいほど振幅は小さいが、振動の角周波数は変わらない。

[3] 水平力を受けるときの平衡
第 2 棒の鉛直下向きからの絶対角を ϕ = θ1 + θ2 とする。質点の位置は

r1 =

(
l1 sin θ1
−l1 cos θ1

)
, r2 = r1 +

(
l2 sinϕ
−l2 cosϕ

)
. (4)

独立な一般化座標を (θ1, ϕ) とし、θ1 の仮想変位では ϕ を固定する。仮想変位に対する外力と
重力の仕事がゼロとなる条件を用いる。θ1 の変位は両質点の高さを変え、ϕ の変位は質点 m2

の位置だけを変えるので、
Fxl1 cos θ1 − (m1 +m2)gl1 sin θ1 = 0, (5)

Fxl2 cosϕ−m2gl2 sinϕ = 0. (6)

図 2 のように各棒が鉛直下向きから −π/2 と π/2 の間にある平衡枝では、

θ1 = arctan Fx

(m1 +m2)g
, ϕ = arctan Fx

m2g
, θ2 = ϕ− θ1 . (7)

1



[4] 等質量・等長二重振り子のラグランジアン
以後 m1 = m2 = m、l1 = l2 = l、Fx = 0 とする。θ1 は第 1 棒の角度、θ2 は第 1 棒に対する第
2 棒の相対角であり、ϕ = θ1 + θ2 は第 2 棒の絶対角である。位置は

r1 = l

(
sin θ1

− cos θ1

)
, r2 = l

(
sin θ1 + sinϕ

− cos θ1 − cosϕ

)
. (8)

時間微分すると、質点 2 の速さの二乗に交差項が生じる。

T =
m

2
|ṙ1|2 +

m

2
|ṙ2|2 (9)

=
ml2

2

[
2θ̇21 + ϕ̇2 + 2 cos θ2 θ̇1ϕ̇

]
, (10)

U = mg(y1 + y2) = −mgl (2 cos θ1 + cosϕ) . (11)

よって L = T − U は

L =
ml2

2

[
2θ̇21 + (θ̇1 + θ̇2)

2 + 2 cos θ2 θ̇1(θ̇1 + θ̇2)
]
+mgl [2 cos θ1 + cos(θ1 + θ2)] . (12)

第 2 質点の重力位置エネルギーにも第 1 棒による高さ −l cos θ1 が含まれるため、2 cos θ1 の項
が現れる。

x

y

O

m

m

θ1

θ2

l

l

図 1: 等質量・等長二重振り子。θ2 は第 1 棒から測る相対角である。

[5] 小振幅の運動方程式
小さい θ1, θ2 に対して、速度項の cos θ2 を 1、ポテンシャルの余弦を 2 次まで展開する。ラグ
ランジアンの定数を除けば

L(2) =
ml2

2

(
θ̇1 θ̇2

)(5 2
2 1

)(
θ̇1
θ̇2

)
− mgl

2

(
θ1 θ2

)(3 1
1 1

)(
θ1
θ2

)
. (13)

したがって、オイラー・ラグランジュ方程式は(
5 2
2 1

)(
θ̈1
θ̈2

)
+

g

l

(
3 1
1 1

)(
θ1
θ2

)
= 0. (14)
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[6] 基準振動
θ = Aeiωt とおく。λ = ω2/(g/l) とすると、非自明な振幅ベクトルがある条件は

0 = det
[(

3 1
1 1

)
− λ

(
5 2
2 1

)]
= (3− 5λ)(1− λ)− (1− 2λ)2 = λ2 − 4λ+ 2. (15)

よって λ = 2±
√
2 であり、正の二つの固有角周波数は

ω =

√
g

l

√
2±

√
2 = ω0

√
2±

√
2, ω0 =

√
g

l
. (16)

固有値 λ は無次元で、g/l は角周波数の二乗の次元をもつ。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 I 第 2 問

政岡凜太郎

[1] リングを貫く磁束
リングの中心を (X, 0, 0)、面内の中心からの座標を (u, v)とする。円盤上では x = X+u、z = 0
であり、面積要素の法線を +z 向きにとると、

Φ(X) =

∫
u2+v2≤a2

B0[1 + α(X + u)] du dv (1)

= B0(1 + αX)πa2 +B0α

∫
u2+v2≤a2

u du dv (2)

= πa2B0(1 + αX) . (3)

円盤は u 7→ −u で対称なので、積分中の奇関数 u の項はゼロである。

[2] 一定速度で運動するときの電流
正の面法線を +z にとると、正の周回方向は反時計回りである。X が速度 V > 0 で増えるた
め、+z 向きの磁束が増加する。ファラデーの法則

IR = −dΦ
dt (4)

の負号は誘導電流が磁束の増加を妨げることを表す。よって符号付き電流は

I = −πa2B0αV

R
. (5)

負号は、実際の電流が図の正方向と逆の時計回りであることを示す。

[3] 一定速度を保つための力
電流が流れるリングに働く磁気力は、周回方向の電流要素と磁場とのローレンツ力から求ま
る。円周上の角度を ϑ とすると、正の周回方向の電流要素は dℓ = a(− sinϑ, cosϑ, 0) dϑ であ
る。リング上では z = 0、x = X + a cosϑ なので、dF = I dℓ×B より

dFmag,x = IaB0 cosϑ[1 + α(X + a cosϑ)] dϑ, (6)

Fmag,x = IaB0

∫ 2π

0
[(1 + αX) cosϑ+ αa cos2 ϑ] dϑ = Iπa2B0α. (7)

ここで Bz の一様部分の寄与は一周積分で相殺し、x に比例する部分だけが残る。したがって
一定速度では、加えた外力がこの磁気抵抗力とつり合う。外力の大きさは

F =
(πa2B0α)

2

R
V . (8)

この結果は電力でも確認できる。外力の仕事率 FV は RI2 に等しい。

1



[4] 時間変化する磁場と運動方程式
磁束は

Φ(X, t) = πa2B0b(t)(1 + αX) (9)

である。正の電流を反時計回りとする規約を保つと、起電力と電流は

IR = −dΦ
dt = −πa2B0

d
dt [b(t)(1 + αX)]. (10)

角度 ϑの電流要素を dℓ = a(− sinϑ, cosϑ, 0) dϑとすると、dF = I dℓ×B である。x = X+a cosϑ
を代入して一周積分すると、x 成分は

Fmag,x = Iπa2B0αb(t), (11)

となる。運動方程式 mẌ = Fmag,x に式(10)を代入すると

mẌ = −(πa2B0)
2α

R
b(t)

d
dt [b(t)(1 + αX)]. (12)

したがって問題文の形では

αẌ = −λb(t)
d
dt [b(t)(1 + αX)] , λ =

(πa2B0α)
2

mR
. (13)

λ の次元は時間の逆数である。

[5] べき級数の初期係数
0 ≤ t < τ では b(t) = t/τ だから、運動方程式は

αẌ = −λt

τ2

(
1 + αX + αtẊ

)
. (14)

初期条件 X(0) = 0、Ẋ(0) = 0 を X =
∑∞

k=0 akt
k に適用すると、a0 = a1 = 0 である。式(14)の

t0 の係数を比べると、左辺は 2αa2、右辺はゼロなので、a2 = 0 となる。

[6] 短時間近似での速度
式(14)の t1 の係数を比べ、a0 = 0 を使うと

6αa3 = − λ

τ2
, a3 = − λ

6ατ2
. (15)

問題文の τ � 1/λ の近似では X ' a3t
3 なので、t = τ での速度は

V0 = Ẋ(τ) ' 3a3τ
2 = − λ

2α
. (16)

負号はリングが初期位置から −x 方向へ動くことを表す。

2



[7] 最終位置
t ≥ τ では b(t) = 1 であり、運動方程式は

Ẍ + λẊ = 0. (17)

したがって速度は Ẋ(t) = V0e
−λ(t−τ) と減衰し、無限時間後の変位は V0/λ である。設問 [6]–[7]

で指定された三次近似 X ' a3t
3 を用いると、

X(τ) ' −λτ

6α
, V0 ' − λ

2α
. (18)

従って、この指定された近似の下での答えは

X(∞) ' X(τ) +
V0

λ
= − 1

2α
− λτ

6α
. (19)

この三次近似の結果と、運動方程式の漸近展開の精度は区別する必要がある。ϵ = λτ、u = t/τ、
y = αX と置くと、0 ≤ u ≤ 1 で式(14)は

y′′(u) = −ϵu[1 + y(u) + uy′(u)], y(0) = y′(0) = 0 (20)

となる。この有限区間の線形初期値問題を ϵ で順に展開すると

y(u) = −ϵu3

6
+

ϵ2u6

45
+O(ϵ3), y′(u) = −ϵu2

2
+

2ϵ2u5

15
+O(ϵ3) (21)

を得る。従って X(τ) = y(1)/α、V0/λ = y′(1)/(αϵ) を足した漸近展開は

X(∞) = − 1

2α
− λτ

30α
+O

(
(λτ)2

α

)
. (22)

三次近似だけで得た箱内の一次係数 −1/6 は、V0 の次の補正を含めないため、この漸近展開の
一次係数とは異なる。

x

y

X

I > 0
+z

V > 0

図 1: 磁束と電流の符号規約。紙面の手前が +z、正電流はその向きから見て反時計回り。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 II 第 1 問

政岡凜太郎

[1] 数演算子と消滅演算子
交換子の積の公式 [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B を用いると

[N̂ , â] = [â†â, â] = â†[â, â] + [â†, â]â = −â. (1)

このため
N̂(â|n+ 1⟩) = âN̂ |n+ 1⟩ − â|n+ 1⟩ = nâ|n+ 1⟩. (2)

従って â|n + 1⟩ は固有値 n の固有状態に比例する。規格化された固有状態の位相を適当に選
び、â|n+ 1⟩ = cn|n⟩（cn ≥ 0）と書く。係数はノルムの二乗から

c2n = ⟨n+ 1|â†â|n+ 1⟩ = n+ 1 (3)

なので、
â|n+ 1⟩ =

√
n+ 1|n⟩. (4)

同様に
∥â|0⟩∥2 = ⟨0|N̂ |0⟩ = 0 (5)

だから â|0⟩ = 0 である。

[2] コヒーレント状態の固有値
互いに直交規格化された数状態を使うと

⟨Ψ(α)|Ψ(α)⟩ = e−|α|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
= 1. (6)

消滅演算子を級数に作用させ、[1] を使って添字をずらすと

â|Ψ(α)⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=1

αn

√
n!

√
n |n− 1⟩ (7)

= αe−|α|2/2
∞∑
j=0

αj

√
j!
|j⟩ = α|Ψ(α)⟩ . (8)

[3] エネルギー期待値
[2] の固有値式と規格化を、N̂ = â†â の期待値に用いると

⟨N̂⟩ = ∥â|Ψ(α)⟩∥2 = |α|2⟨Ψ(α)|Ψ(α)⟩ = |α|2. (9)

従って
⟨Ĥ⟩ = h̄ω

(
|α|2 + 1

2

)
. (10)
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[4] 平均値と不確定性
生成・消滅演算子の定義を足し引きすると

x̂ =

√
h̄

2mω
(â+ â†), p̂ = −i

√
mh̄ω

2
(â− â†). (11)

固有状態の性質から ⟨â⟩ = α、⟨â†⟩ = α∗ なので

⟨x̂⟩ =
√

2h̄

mω
ℜα , ⟨p̂⟩ =

√
2mh̄ωℑα . (12)

また ⟨â2⟩ = α2、⟨â†2⟩ = (α∗)2、⟨â†â⟩ = |α|2、⟨ââ†⟩ = |α|2 + 1 より

⟨x̂2⟩ = h̄

2mω

[
(α+ α∗)2 + 1

]
, (13)

⟨p̂2⟩ = −mh̄ω

2

[
(α− α∗)2 − 1

]
. (14)

平均値の二乗をそれぞれ引くと、

∆x =

√
h̄

2mω
, ∆p =

√
mh̄ω

2
, ∆x∆p =

h̄

2
. (15)

各標準偏差は正であり、積はハイゼンベルクの下限に等しい。

[5] 時間発展
数状態ごとの時間発展は

e−iĤt/h̄|n⟩ = e−iωt(n+1/2)|n⟩. (16)
これを状態の級数に適用すると

e−iĤt/h̄|Ψ(α0)⟩ = e−iωt/2e−|α0|2/2
∞∑
n=0

(α0e
−iωt)n√
n!

|n⟩ (17)

= e−iωt/2|Ψ(α0e
−iωt)⟩. (18)

従って
α(t) = α0e

−iωt = Aei(θ−ωt) . (19)

前の因子 e−iωt/2 は全ての数状態に共通する全体位相であり、期待値には影響しない。

[6] 古典的な運動と準古典状態
時刻 t で α(t) = Aei(θ−ωt) を位置・運動量の平均式に代入すると

⟨x̂⟩t =
√

2h̄

mω
A cos(ωt− θ) , (20)

⟨p̂⟩t = −
√
2mh̄ωA sin(ωt− θ) . (21)

これらは古典調和振動子の位置・運動量の時間変化そのものである。振幅は A に比例する一
方、∆x と ∆p は A に依存しない。それぞれの振動振幅に対する標準偏差の比は 1/(2A) であ
り、A ≫ 1 では波束の広がりが古典軌道の振幅より十分小さくなる。この意味で準古典状態と
呼ばれる。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 II 第 2 問

政岡凜太郎

[1] 可逆断熱膨張
エントロピーを P, T の関数とみると、全微分は

dS =

(
∂S

∂P

)
T

dP +

(
∂S

∂T

)
P

dT. (1)

マクスウェル関係と CP = T (∂S/∂T )P、熱膨張率 α = V −1(∂V /∂T )P を使うと

dS = −αV dP +
CP

T
dT. (2)

可逆断熱過程では dS = 0 だから、 (
∂T

∂P

)
S

=
TV α

CP
. (3)

理想気体は V = RT/P なので、一定圧力で ∂V /∂T = R/P = V /T となり

αideal =
1

T
. (4)

[2] ジュール・トムソン膨張のエンタルピー
多孔栓を通る定常流を、栓の両側を含む断熱制御体積として考える。外部との熱交換はなく、
軸仕事もなく、流速と高さの変化による運動・位置エネルギーの差を無視する。入口側が流体
を押す圧力仕事は P1V1、出口側で流体がする仕事は P2V2 なので、単位モル当たりの第一法則
は U2 − U1 = P1V1 − P2V2 となる。従って H = U + PV とおけば入口・出口で

H1 = H2 (5)

となる。これは等エンタルピー条件であり、栓を通る過程を等エントロピーとする主張ではな
い。断熱でも、不可逆過程ではエントロピーは生成されうる。

P1, V1, T1 P2, V2, T2

ピストン 1 ピストン 2
細孔栓

図 1: 断熱された細孔栓の入口・出口状態。
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[3] ジュール・トムソン係数
エンタルピーを P, T の関数として微分する。

dH = CP dT +

(
∂H

∂P

)
T

dP. (6)

dH = dU + P dV + V dP = T dS + V dP とマクスウェル関係から (∂H/∂P )T = V −
T (∂V /∂T )P = V (1− Tα)。従って等エンタルピー条件 dH = 0 では(

∂T

∂P

)
H

=
V (Tα− 1)

CP
. (7)

[1] の係数との差は (
∂T

∂P

)
H

−
(
∂T

∂P

)
S

= − V

CP
< 0, (8)

ここで V > 0, CP > 0 を用いた。理想気体では Tα = 1 なので、(
∂T

∂P

)
H,ideal

= 0 . (9)

[4] 低密度での状態方程式
この小問で用いる van der Waals の状態方程式は(

P +
a

V 2

)
(V − b) = RT. (10)

これを P について解くと

P =
RT

V − b
− a

V 2
, PV =

RT

1− b/V
− a

V
. (11)

b/V ≪ 1 で 1/(1− b/V ) ≃ 1 + b/V と展開する。

PV ≃ RT +
RTb− a

V
(12)

= RT

[
1 +

(
1− a

bRT

) b

V

]
. (13)

従って
B(T ) = 1− a

bRT
. (14)

ボイル温度 TB = a/(Rb) では B(TB) = 0 となり、低密度での一次の非理想補正が消える。こ
れは密度の一次の範囲で理想気体に近づくという意味である。

[5] 逆転温度
ここでも原問題の V ≫ b、T ≥ TB の範囲で近似を用いる。与えられた近似を T で微分すると

V ≃ RT

P
+ b− a

RT
,

(
∂V

∂T

)
P

≃ R

P
+

a

RT 2
. (15)
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一般式 µJT = [T (∂V /∂T )P − V ]/CP に代入して

µJT =

(
∂T

∂P

)
H

≃ 1

CP

(
2a

RT
− b

)
. (16)

係数がゼロとなる逆転温度は
Tinv =

2a

Rb
= 2TB . (17)

この近似の範囲で、TB ≤ T < Tinv では µJT > 0 なので減圧時に冷え、T > Tinv では µJT < 0
なので減圧時に温まる。

[6] 排除体積だけがある場合
a の寄与を無視したとき、相互作用は排除体積だけであり、粒子間ポテンシャルエネルギーは
温度に依存しない定数として扱える。従って内部エネルギー U は運動エネルギーで決まり、温
度だけに依存する。一方、状態方程式は P (V − b) = RT なので

H = U + PV = U +RT
V

V − b
= U +RT

(
1 +

b

V − b

)
. (18)

温度を固定して体積を増やすと V /(V − b) = 1 + b/(V − b) は減少する。CV = (∂U/∂T )V > 0
を用いて H の全微分を取ると

dH =

(
CV +

RV

V − b

)
dT − RTb

(V − b)2
dV. (19)

したがってジュール・トムソン過程の dH = 0 で dV > 0 なら dT > 0 となる。これは
µJT = −b/CP < 0 と減圧時の dP < 0 から dT > 0 となることにも一致する。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 II 第 3 問

政岡凜太郎

[1] 束縛電子の運動
電子の電荷は −e なので、電場による力は −eE である。共振振動数 ω0 の調和復元力も加える
と、

mẍ = −mω2
0x− eE. (1)

[2] 分極の運動方程式
数密度 N の電子による分極は P = −eNx である。これを時間で 2 回微分し、[1] を使うと

P̈ + ω2
0P =

Ne2

m
E. (2)

右辺の符号が正なのは、P と電子変位 x が反対向きだからである。

[3] 誘電率
電場と分極が角周波数 ω で振動するので、P̈ = −ω2P である。従って

(ω2
0 − ω2)P =

Ne2

m
E, P =

Ne2

m(ω2
0 − ω2)

E . (3)

マクロな関係 D = ε0E + P = ε(ω)E より

ε(ω) = ε0 +
Ne2

m(ω2
0 − ω2)

. (4)

[4] 誘電体中の分散関係
問題文の波動方程式 (3) に平面波を代入すると −k2E + ε(ω)µ0ω

2E = 0 だから

k2 = µ0ε(ω)ω
2 . (5)

プラズマ角周波数を ω2
p = Ne2/(ε0m)、ω1 =

√
ω2
0 + ω2

p とおく。真空中の光速 c = 1/
√
ε0µ0 を

使えば
k2 =

ω2

c2
ω2
1 − ω2

ω2
0 − ω2

. (6)

1



[5] 誘電体の実部・虚部
正の角周波数に対して、分子と分母の符号を比べる。+z 方向へ進む波には、伝搬域で Re k > 0、
非伝搬域で Im k > 0 となる枝を選ぶ。

周波数域 Re k Im k

0 < ω < ω0
ω

c

√
ω2
1 − ω2

ω2
0 − ω2

0

ω0 < ω < ω1 0
ω

c

√
ω2
1 − ω2

ω2 − ω2
0

ω > ω1
ω

c

√
ω2 − ω2

1

ω2 − ω2
0

0

(7)

誘電体の非伝搬帯では k = iκ（κ > 0）を選ぶ。位相因子は eikz = e−κz となり、+z 方向へ進
むと振幅が減衰する。これはエバネッセント場の空間的減衰であり、この無減衰模型での吸収
損失を意味しない。共振 ω0 では理想化した無減衰模型の k が発散し、ω1 では k = 0 となる。
図の例では Ω = ω/ω0、K = ck/ω0 と規格化し、ω1/ω0 = 2 を選ぶ。従って ωp/ω0 =

√
3 であ

り、実部・虚部の枝は直前の分散式から

ReK =


Ω

√
4− Ω2

1− Ω2
, 0 < Ω < 1,

0, 1 < Ω < 2,

Ω

√
Ω2 − 4

Ω2 − 1
, Ω > 2,

ImK =

Ω

√
4− Ω2

Ω2 − 1
, 1 < Ω < 2,

0, 0 < Ω < 1 またはΩ > 2.

(8)

Ω

ReK

1 2

0
Ω

ImK

1 2

図 1: 誘電体の規格化波数 K の実部（実線）と虚部（破線）。共振近傍で発散する枝は枠外へ
続く。

[6] 金属中の自由電子
金属中の電子には束縛復元力がない。磁気力を無視すると、電場による運動方程式は

mẍ = −eE. (9)

分極 P = −enex を導入すれば、調和応答では

P = −nee
2

mω2
E, εm(ω) = ε0

(
1−

ω2
pm

ω2

)
, ω2

pm =
nee

2

ε0m
. (10)

[7] 金属の実部・虚部
分散関係は

k2 = µ0ε0(ω
2 − ω2

pm) =
ω2 − ω2

pm

c2
. (11)
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ここでは Ω = ω/ωpm、K = ck/ωpm とおくと、正周波数で

ReK =

{
0, 0 < Ω < 1,√
Ω2 − 1, Ω > 1,

ImK =

{√
1− Ω2, 0 < Ω < 1,

0, Ω > 1.
(12)

となる。従って正の角周波数では

0 < ω < ωpm : Re k = 0, Im k =
1

c

√
ω2
pm − ω2,

ω > ωpm : Re k =
1

c

√
ω2 − ω2

pm, Im k = 0.

(13)

Ω = ω/ωpm

K = ck/ωpm

1

ReK

ImK

図 2: 金属の規格化波数 K の実部（実線）と虚部（破線）。

[8] 誘電体と金属の光学的性質
可視光を各模型の低周波数側とみなす。束縛電子をもつ誘電体で ω ≪ ω0 なら k は実数であ
り、波は媒質内を伝搬する。対して金属で ω < ωpm なら k は虚数であり、電場は表面から内
部へ指数関数的に減衰する。内部にはエバネッセント場が存在する。ここで Hy は磁場の強さ
の y 成分である。位相因子 ei(kz−ωt) に対する Faraday の法則 ∇×E = −µ0∂tH の y 成分は
ikEx = iωµ0Hy だから、Hy = kEx/(µ0ω) となる。k が純虚数なので、時間平均の法線エネル
ギー流は Re(ExH

∗
y )/2 = |Ex|2 Re(k)/(2µ0ω) = 0 である。散逸のない半無限金属に平均電力は

伝わらず、入射電力は反射される。金属内部の空間的減衰を吸収損失とは解釈しない。
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物理工学専攻院試解答集
2016 年度物理学 II 第 4 問

政岡凜太郎

[1.1] 放物線バンドの状態密度
エネルギーが ϵ > 0 以下の状態は k 空間で楕円体の内部にある。その半軸は ki =

√
2miϵ/h̄ で

ある。スピン自由度を数えず、k 空間で 1 状態が占める体積を (2π)3 とすると、単位実空間体
積当たりの状態数は

n(ϵ) =
1

(2π)3
4π

3

3∏
i=1

√
2miϵ

h̄
=

(2ϵ)3/2
√
m1m2m3

6π2h̄3
. (1)

これを ϵ で微分して
ρ3D(ϵ) =

√
2m1m2m3ϵ

2π2h̄3
(ϵ ≥ 0), (2)

負のエネルギーでは ρ3D = 0 である。状態密度はバンド端から √
ϵ に比例して増加する。

[1.2] 波数の時間発展
速度成分は vx = h̄kx/m1、vy = h̄ky/m2、vz = h̄kz/m3 である。電子の符号 −e と B = (0, 0, B)
から

k̇x = −eB

m2
ky, k̇y =

eB

m1
kx, k̇z = 0. (3)

従って k̈x = −(eB)2kx/(m1m2) であり、正の角周波数は

ωc =
eB

√
m1m2

. (4)

初期条件と設問の kx の形より

kx(t) = k0x cos(ωct), ky(t) =

√
m2

m1
k0x sin(ωct), kz(t) = k0z. (5)

[1.3] 波数軌道
消去すると

k2x
k20x

+
k2y

(
√
m2/m1 k0x)2

= 1. (6)

したがって kx‒ky 平面では楕円を描く。t = 0 で (kx, ky) = (k0x, 0) にあり、k̇y(0) > 0 なので、
時間とともに上向きに進む。

1



kx

ky

t = 0

k0x

√
m2/m1 k0x

O

図 1: 放物線バンドの波数軌道。図では m2 = 2m1 とし、軸上のラベルには一般の半軸長を示
す。矢印は時間の増加方向を示す。

[1.4] 実空間の軌道
群速度を積分し、r(0) = 0 を使うと

x(t) =
h̄k0x
m1ωc

sin(ωct), (7)

y(t) =
h̄k0x√
m1m2 ωc

[1− cos(ωct)], (8)

z(t) =
h̄k0z
m3

t. (9)

xy 平面への射影は中心が y = h̄k0x/(
√
m1m2 ωc) にある楕円である。t = 0 では原点から x 正

方向へ進む。z は一定速度で増えるので、三次元軌道はこの楕円を射影にもつらせんである。

x

y

t = 0

h̄k0x/(m1ωc)

h̄k0x/(
√
m1m2 ωc)

図 2: 放物線バンドの実空間軌道の xy 射影。図 1と同じ m2 = 2m1 の例。初期位置は原点で、
矢印は時間の増加方向を示す。

[2.1] 線形バンドの状態密度
2 次元では状態密度は k 空間の面積で数える。エネルギーの絶対値が |ϵ| 以下の状態の波数半
径は k = |ϵ|/γ であり、1 枝当たりの単位面積当たり状態数は

n(ϵ) =
πk2

(2π)2
=

ϵ2

4πγ2
. (10)

正負どちらの枝についても |ϵ| で微分した状態密度は

ρ2D(ϵ) =
|ϵ|

2πγ2
. (11)

よって ϵ = 0 でゼロとなり、正負のエネルギーに対して V 字形に増加する。
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ϵ

ρ3D

0
ϵ

ρ2D

0

図 3: 放物線バンドと線形バンドの状態密度の概形。各図の尺度は独立で、左は √
ϵ、右は |ϵ|

に比例する形を示す。

[2.2] 線形バンドの波数運動
バンドの符号を s = +1（ϵ > 0）、s = −1（ϵ < 0）で表すと、速度は v = s(γ/h̄)k/|k| である。
この等方的な分散では v が k に平行または反平行である。運動方程式 h̄k̇ = −ev ×B の両辺
を k と内積すると

d

dt
|k|2 = 2k · k̇ = −2e

h̄
k · (v ×B) = 0. (12)

よって初期値から |k| = k0 となる。この一定値を用いた運動方程式の成分は

k̇x = −s
γeB

h̄2k0
ky, k̇y = s

γeB

h̄2k0
kx. (13)

従って k̈x = −(γeB/(h̄2k0))
2kx である。初期条件を適用すると

ωc =
γeB

h̄2k0
, kx = k0 cos(ωct), ky = sk0 sin(ωct). (14)

ここでは ωc を正の角周波数の大きさとして定義し、回転方向を s で表した。

[2.3] 二つの線形バンドの軌道
波数空間では、両枝とも半径 k0 の円を描く。正の枝は反時計回り、負の枝は時計回りに回る。
位置の速度は

vx = s
γ

h̄
cos(ωct), vy =

γ

h̄
sin(ωct). (15)

初期位置を原点として積分すると

x(t) = s
γ

h̄ωc
sin(ωct), y(t) =

γ

h̄ωc
[1− cos(ωct)]. (16)

Rc = γ/(h̄ωc) = h̄k0/(eB) とおくと x2 + (y −Rc)
2 = R2

c であり、実空間の軌道も原点を通る円
である。正の枝は原点から右へ動き、反時計回りに進む。負の枝は原点から左へ動き、時計回
りに進む。
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kx

ky

ϵ > 0

ϵ < 0

x

y

ϵ > 0ϵ < 0

図 4: 線形バンドの波数円と実空間円。実線の矢印は正の枝、破線の矢印は負の枝の時間発展
方向を示す。
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[1.1] B が動き出す時刻
C が動き始めてから t 秒後、B が静止している間は右側のばねの伸びが v0t である。B を右へ
引く力は kv0t。これが最大静止摩擦力 µmg に達した時に B が動き始めるので

kv0t0 = µmg, t0 =
µmg

kv0
. (1)

[1.2] B の運動方程式
B が動き始めた時刻を t = 0 とする。このとき C は初期位置から v0t0 だけ進んでおり、その
後 t 秒間にさらに v0t 進む。A は静止しているため、左のばねは xB だけ伸び、右のばねは
v0(t+ t0)− xB だけ伸びる。B は右向きに滑るので動摩擦力は左向きである。よって

mẍB = k{v0(t+ t0)− xB} − kxB − 2

3
µmg (2)

= −2kxB + kv0t+
1

3
µmg = −2kxB + kv0t+

1

3
kv0t0. (3)

ここでは xB(0) = 0 に加えて、滑り始める直前まで静止していたことから ẋB(0) = 0 である。

[1.3] B の位置
角振動数 ω =

√
2k/m を導入すると

ẍB + ω2xB =
kv0
m

t+
kv0t0
3m

. (4)

右辺に対する一次式の特解を xp = v0t/2 + v0t0/6 とおける。一般解に初期条件を適用すると

xB(t) =
v0t

2
+

v0t0
6

− v0t0
6

cos(ωt)− v0
2ω

sin(ωt) . (5)

この式は t = 0 で xB = ẋB = 0 を満たす。

1



[1.4] A が静止を保つ条件
ωt0 ≪ 1 のもとで、解の二つの差をそれぞれ展開する。

xB(t0) =
v0
2

(
t0 −

sin(ωt0)
ω

)
+

v0t0
6

[1− cos(ωt0)] (6)

=
v0ω

2t30
12

+
v0ω

2t30
12

+O(v0ω
4t50) (7)

=
v0ω

2t30
6

=
kv0t

3
0

3m
+O(v0ω

4t50). (8)

このとき A に働くばね力の大きさは
kxB(t0) ≃

µmg

6
(ωt0)

2 ≪ µmg, (9)

である。従って A を動かすのに必要な力は最大静止摩擦力より小さく、A は静止を保つ。

[2.1] 微小振動の運動方程式と固有振動数
外部ポテンシャルの曲率は

U ′′(x) = k1

[
−1 + 3

(x
l

)2
]
. (10)

従って中央の B では U ′′(0) = −k1、両端の A,C では U ′′(±l) = 2k1 である。ばね力と外力を一
次まで残すと

m

q̈A
q̈B
q̈C

 =

−k0 − 2k1 k0 0
k0 −2k0 + k1 k0
0 k0 −k0 − 2k1

qA
qB
qC

 . (11)

式(11)の右辺の行列を K とおく。これを (1, 0,−1)T に作用させると

K

 1
0
−1

 = −(k0 + 2k1)

 1
0
−1

 . (12)

運動方程式は mq̈ = Kq なので、左右反対称モードの角振動数は

ω2
a =

k0 + 2k1
m

. (13)

対称な変位 (a, b, a) では、力の係数行列 K は (a, b) に対して

Ks =

(
−k0 − 2k1 k0

2k0 −2k0 + k1

)
(14)

と作用する。Ks の固有値を −mω2 と書くと
m2ω4 −m(3k0 + k1)ω

2 + (3k0k1 − 2k21) = 0, (15)

したがって対称モードの二つの周波数は

ω2
± =

3k0 + k1 ±
√
9k20 − 6k0k1 + 9k21
2m

. (16)

ω− が小さい方の周波数である。三つのモードが正の固有角振動数を持つ安定な微小振動とな
るのは 0 < k1 < 3k0/2 である。等号の k1 = 3k0/2 では ω− = 0 となり、線形化した零モードは
q̈ = 0 であって振動しない。これを不安定化の臨界点として区別する。
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[2.2] 不安定になる基準振動
k1 を増すと、最初にゼロになるのは対称モードの低周波数 ω− である。二つの対称モードの積
は

ω2
−ω

2
+ =

k1(3k0 − 2k1)

m2
. (17)

従って臨界値では 3k0 − 2kc = 0 となり

kc =
3

2
k0 . (18)

k1 > kc では ω2
− < 0 となるため、この対称な低周波数モードが不安定である。

[2.3] 不安定化するモードの変位比
k1 = 4kc/9 = 2k0/3 では

ω2
− =

k0
3m

. (19)

このとき
Ks = k0

(
−7/3 1
2 −4/3

)
. (20)

固有値 −k0/3 = −mω2
− の固有ベクトルは (a, b) = (1, 2) であり、全三質点では (qA, qB, qC) ∝

(1, 2, 1) となる。よって
qA : qB : qC = 1 : 2 : 1 . (21)
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[1] 二点電荷のポテンシャル
ポテンシャルの重ね合わせから

ϕ(P ) =
q

4πε0

(
1

r+
− 1

r−

)
. (1)

[2] 遠方での双極子ポテンシャル
p の向きを極軸に取ると、正負電荷の位置はそれぞれ +d/2、−d/2 であり、

r± =

√
r2 +

d2

4
∓ rd cos θ. (2)

d/r の一次まで二項展開すると
1

r+
=

1

r
+

d cos θ
2r2

+O

(
d2

r3

)
,

1

r−
=

1

r
− d cos θ

2r2
+O

(
d2

r3

)
. (3)

単極子項は差を取ると消える。p = qd より

ϕ(r, θ) =
p cos θ
4πε0r2

(r � d). (4)

[3] 双極子電場
軸対称な球座標で ∇ϕ = er∂rϕ+ (eθ/r)∂θϕ だから

E = −∇ϕ =
p

4πε0r3
(2 cos θ er + sin θ eθ) . (5)

これは問題文に示された電場の式である。
E(r, θ) =

p

4πε0r3
(2 cos θ er + sin θ eθ) . (6)

[4] 双極子 2 の回転方向
位置 1 から 2 への方向を x 軸とすると、双極子 1 が位置 2 につくる電場は

E1 =
p1

4πε0l3
(2 cos θ1 ex − sin θ1 ey). (7)

(a) では θ1 = π/2 なので E1 は −y 方向、p2 は +x 方向である。トルク τ 2 = p2 ×E1 は紙面
の裏向きとなるから、紙面を正面から見て時計回りに回り始める。(b) では p2 も −y 方向で
E1 と平行なのでトルクはゼロであり、回転しない。

1



[5] 二つの双極子の相互作用エネルギー
U = −p2 ·E1 に上の電場と p2 = p2(cos θ2ex + sin θ2ey) を代入すると

U = − p1p2
4πε0l3

(2 cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) (8)

= − p1p2
8πε0l3

[3 cos(θ1 + θ2) + cos(θ1 − θ2)]. (9)

[6] 安定な相対配置
u = θ1 + θ2、v = θ1 − θ2 は独立に変えられる角度である。エネルギーを最小にするには
cosu = cos v = 1 が必要で、

θ1 + θ2 = 2mπ, θ1 − θ2 = 2nπ (m,n ∈ Z). (10)
したがって角度を 2π を法として表すと、安定配置は (θ1, θ2) = (0, 0) および (π, π) であり、い
ずれも

Umin = − p1p2
2πε0l3

. (11)

[7] 接地導体面と双極子のエネルギー
図 3 の実双極子の法線成分は p cosα、面に平行な成分は −p sinα ey である。双極子を −q か
ら +q へ向かう微小な電荷対とみなす。接地面の鏡像では各電荷を z 7→ −z で反射し、電荷の
符号も反転する。像の −q から +q への変位をたどると、法線成分は元の向きのまま、面に平
行な成分は反転する。実双極子と像双極子の距離は 2h である。像双極子が実双極子の位置に

Ground (z = 0)

z

実双極子

像双極子

p

p′

h

図 1: 導体面に対する実双極子と鏡像双極子。接線成分は反転し、法線成分は同じ向きである。
つくる電場は

Eim =
1

4πε0(2h)3
(−p sinα ey + 2p cosα ez). (12)

従って両者の相互作用エネルギーは
Upair = −p ·Eim = −p2(1 + cos2 α)

32πε0h3
. (13)

像は実双極子によって誘起されるので、この相互作用エネルギー全体を系のエネルギーとはし
ない。h, α を固定して実双極子を p(s) = sp（0 ≤ s ≤ 1）と徐々に立ち上げると、導体の線形
応答により像の電場は Eim(s) = sEim となる。実双極子を増やす増分仕事のうち導体に由来す
る分は dU ′ = −Eim(s) · dp(s) = −sp ·Eim ds である。従って ∫ 1

0 s ds = 1/2 から

U ′ =
1

2
Upair = −p2(1 + cos2 α)

64πε0h3
= −p2(3 + cos 2α)

128πε0h3
. (14)

これは h → ∞ でゼロとなる。
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[8] 最も安定な双極子の向き
U ′ を最小にするには cos2 α = 1 であればよい。従って

α = nπ (n ∈ Z) (15)

であり、双極子モーメントが導体面の法線に平行または反平行なとき最も安定である。
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[1] 井戸型ポテンシャルの固有状態
井戸の外で波動関数はゼロであり、境界条件は ψ(±a/2) = 0 である。井戸の内部では定常シュ
レーディンガー方程式

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 = Eψ (1)

を満たす。k =
√
2mE/h̄ と置くと一般解は A sin kx+B cos kx である。井戸の中心に関する偶

奇性で解を分けると、偶関数の境界条件は cos(ka/2) = 0、奇関数の境界条件は sin(ka/2) = 0
となる。両者を合わせて

kn =
nπ

a
, En =

h̄2k2n
2m

=
n2π2h̄2

2ma2
, n = 1, 2, . . . (2)

を得る。区間内で規格化した固有関数は

ψn(x) =

{√
2/a cos(nπx/a), n が奇数,√
2/a sin(nπx/a), n が偶数, (|x| < a/2), (3)

であり、区間外では ψn(x) = 0 である。従って後で使う基底状態と第一励起状態は

g(x) =

√
2

a
cos πx

a
, Eg =

π2h̄2

2ma2
; e(x) =

√
2

a
sin 2πx

a
, Ee =

4π2h̄2

2ma2
. (4)

g は偶関数、e は奇関数である。

[2] 2 粒子の軌道状態
g1 = g(x1)、e1 = e(x1) などと略記する。粒子を交換する演算子は x1 ↔ x2 を行うので、基底
状態どうしと第一励起状態どうしは対称で、混合状態には対称・反対称の二通りがある。規格
化された 4 状態は

Φgg = g1g2, Φee = e1e2, (5)

Φ+ =
g1e2 + e1g2√

2
, Φ− =

g1e2 − e1g2√
2

. (6)

前 3 つは粒子交換に対称、Φ− は反対称である。直交する一粒子状態から作られているため、
混合状態の係数 1/

√
2 が規格化を与える。
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[3] 全スピンの固有状態
Sz = s1z + s2z の固有状態を作る。三重項は

|1, 1⟩ = | ↑⟩1| ↑⟩2, |1, 0⟩ = | ↑⟩1| ↓⟩2 + | ↓⟩1| ↑⟩2√
2

, |1,−1⟩ = | ↓⟩1| ↓⟩2, (7)

で、S2 の固有値は S(S + 1)h̄2 = 2h̄2、Sz の固有値は Mh̄ である。残る状態は一重項

|0, 0⟩ = | ↑⟩1| ↓⟩2 − | ↓⟩1| ↑⟩2√
2

, (8)

であり、S2 = 0、Sz = 0 である。交換に対して三重項は対称、一重項は反対称となる。

[4] フェルミ粒子の全波動関数とエネルギー
全波動関数は粒子交換で反対称でなければならない。従って、対称軌道には一重項スピン、反
対称軌道には三重項スピンを組み合わせる。6 状態を

Ψ1 = Φgg|0, 0⟩, Ψ2 = Φee|0, 0⟩, Ψ3 = Φ+|0, 0⟩, (9)
Ψ4 = Φ−|1, 1⟩, Ψ5 = Φ−|1,−1⟩, Ψ6 = Φ−|1, 0⟩ (10)

と書ける。相互作用がないとき全エネルギーは軌道エネルギーの和なので

E1 = 2Eg =
π2h̄2

ma2
, E2 = 2Ee =

4π2h̄2

ma2
, E3 = E4 = E5 = E6 = Eg + Ee =

5π2h̄2

2ma2
. (11)

[5] 粒子間距離の二乗の期待値
井戸の外で g = e = 0 として積分を全実数に拡張してよい。偶奇性から∫

xg2 dx =

∫
xe2 dx =

∫
x2ge dx = 0, (12)

一方、∫
xge dx = C である。積状態 Φgg では x1x2 の期待値は ⟨x⟩2g = 0 で、x21 + x22 の期待値

は 2A となる。Φee も同様に 2B である。
混合状態では (x1−x2)2 = x21+x

2
2−2x1x2 を使う。対称状態 Φ+ では、二つの対角項が A+B

を与え、交差項は

⟨Φ+|x1x2|Φ+⟩ =
1

2
(⟨ge|x1x2|ge⟩+ ⟨eg|x1x2|eg⟩+ 2⟨ge|x1x2|eg⟩) = C2 (13)

となる。ここで対角項は ⟨g|x|g⟩⟨e|x|e⟩ = 0、交差項は ⟨g|x|e⟩2 = C2 である。Φ− では交差項の
符号が逆になる。スピン因子は座標演算子に影響しないため、

⟨Ψ1|(x1 − x2)
2|Ψ1⟩ = 2A, ⟨Ψ2|(x1 − x2)

2|Ψ2⟩ = 2B, (14)
⟨Ψ3|(x1 − x2)

2|Ψ3⟩ = A+B − 2C2, ⟨Ψj |(x1 − x2)
2|Ψj⟩ = A+B + 2C2 (j = 4, 5, 6). (15)

積分を実行すると

A = a2
(

1

12
− 1

2π2

)
, B = a2

(
1

12
− 1

8π2

)
, C =

16a

9π2
. (16)

これらはそれぞれ長さ二乗、長さ二乗、長さの次元を持つので、すべての期待値は長さ二乗と
なる。
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[6] V0x1x2 による一次補正
一次補正は縮退がある場合、その縮退部分空間で摂動行列を対角化して得る。Ψ3, . . . ,Ψ6 は同
じ無摂動エネルギーを持つが、摂動はスピンに作用しない。よって一重項と三重項の間の行列
要素はスピンの直交性でゼロであり、異なる三重項成分どうしもスピン状態の直交性で結ばれ
ない。残る対角要素は

⟨Ψ1|V0x1x2|Ψ1⟩ = 0, ⟨Ψ2|V0x1x2|Ψ2⟩ = 0, (17)
⟨Ψ3|V0x1x2|Ψ3⟩ = V0C

2, ⟨Ψj |V0x1x2|Ψj⟩ = −V0C2 (j = 4, 5, 6). (18)

例えば Φ+ の期待値では、対角軌道項がパリティでゼロになり、二つの交差項から C2 が残る。
反対称軌道 Φ− では同じ交差項に負号が付く。したがって一次までのエネルギーは

E
(1)
1 =

π2h̄2

ma2
, E

(1)
2 =

4π2h̄2

ma2
, (19)

E
(1)
3 =

5π2h̄2

2ma2
+ V0C

2, E
(1)
j =

5π2h̄2

2ma2
− V0C

2 (j = 4, 5, 6). (20)

補正の次元は [V0]a
2 でエネルギーとなり、V0 → 0 で [4] の結果へ戻る。
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長さ a の棒 N 本をそれぞれ右または左に向ける。右向きを正とし、右向きの本数を n+、左
向きの本数を n− とすると

n+ + n− = N, n = n+ − n−, X = an. (1)

従って n は −N,−N + 2, . . . , N の値をとる。棒の向きを一本ずつ足し合わせた終点が X であ
る。

x
始点 0 終点 X = a

右向き
左向き

図 1: 右向き 3 本、左向き 2 本の変位を順に足した例。縦方向に並べた各矢印は、左右いずれ
かの変位 ±a を表す。

[1] 終点の確率とエントロピー
向きの列は各棒に二通りあるため、全微視状態数は 2N である。終点が X = na になるには

n+ =
N + n

2
, n− =

N − n

2
(2)

でなければならず、N − n が偶数である。該当する列の数は、N 個の場所から右向きの n+ 個
を選ぶ組合せ数

Ω(n) =
N !

n+!n−!
(3)

なので
P (n) =

Ω(n)

2N
=

1

2N
N !

[(N + n)/2]![(N − n)/2]!
. (4)

これは二項分布の全確率であり、許される n について ∑
n P (n) = 1 となる。

終点を固定した分子のエントロピーはボルツマンの式 S = kB lnΩ である。Stirling 近似を
n+, n− ≫ 1 で使うと

S ≃ kB{N lnN − n+ lnn+ − n− lnn−} (5)

= kB

{
N lnN − N + n

2
ln N + n

2
− N − n

2
ln N − n

2

}
. (6)

全列数 2N は全ての終点を合わせた状態数であり、固定した終点のエントロピーにはその終点
を実現する組合せ数 Ω(n) を使う。
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[2] 伸長に必要な力
各微視状態のエネルギーが同じなので、固定された X でのヘルムホルツ自由エネルギーは定
数から F = −TS である。n± = (N ±X/a)/2 を用いてエントロピーを X で微分すると(

∂S

∂X

)
T

=
kB
2a

ln n−

n+
. (7)

従って問題の定義による張力は

τ =

(
∂F

∂X

)
T

=
kBT

2a
ln n+

n− =
kBT

2a
ln Na+X

Na−X
. (8)

0 < X < Na では τ > 0 であり、分子を伸ばした状態を保つには右向きに引く必要がある。
X ≪ Na では ln[(1 + y)/(1− y)] = 2y +O(y3) より

τ =
kBT

a2N
X +O

(
kBTX

3

a4N3

)
. (9)

小伸長では有効ばね定数 kBT/(Na2) に比例する復元応答となる。

[3] 外場中の分配関数と平均値
右向きと左向きの棒のエネルギーはそれぞれ −κ,+κ である。一本の分配関数は eβκ + e−βκ =
2 cosh(βκ) なので、独立な N 本について

Z(β) = (2 coshβκ)N , β =
1

kBT
. (10)

平均エネルギーは −∂β lnZ から
⟨E⟩ = −Nκ tanh(βκ). (11)

また各棒のエネルギーと変位には Ei = −(κ/a)∆Xi の関係があるため、κ ̸= 0 では ⟨X⟩ =
−(a/κ)⟨E⟩ であり、直接数えても同じく

⟨X⟩ = Na tanh(βκ) (12)
となる。|κ| ≪ kBT で tanh y = y +O(y3) を使うと

⟨E⟩ = −Nκ2

kBT
+O

(
Nκ4

(kBT )3

)
, ⟨X⟩ = Naκ

kBT
+O

(
Naκ3

(kBT )3

)
. (13)

κ = 0 でも両者の極限はゼロである。

[4] ゆらぎ
正準分布では ∂2

β lnZ = ⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 なので

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 = Nκ2 sech2(βκ) . (14)

一本の棒の変位 ∆Xi は ±a を取り、平均は a tanh(βκ)、二乗平均は a2 である。従って
Var(∆Xi) = a2 − a2 tanh2(βκ) = a2 sech2(βκ). (15)

各棒は独立なので、終点の分散は N 本の分散を足して
⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 = Na2 sech2(βκ) . (16)

両分散は非負で、κ = 0 ではエネルギー分散は 0、終点の分散は Na2 である。固定した κ ̸= 0
に対して T → 0 とすると、両分散はゼロに近づく。
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物理工学専攻院試解答集
2017 年度物理学 II 第 3 問

政岡凜太郎

[1] 磁場中の束縛電子
電子の電荷は −e であるから、電場とローレンツ力を含む運動方程式は

mü = −e(Eex + u̇×Bex)−mω2
0u. (1)

時間因子 e−iωt を取り出すと u̇ = −iωu、ü = −ω2u であり、Bex = Bez より
m(ω2 − ω2

0)ux + ieωBuy = eEx, (2)
−ieωBux +m(ω2 − ω2

0)uy = eEy. (3)

D = m(ω2 − ω2
0)、Ω = eωB とおくと(

D iΩ
−iΩ D

)(
ux
uy

)
= e

(
Ex

Ey

)
. (4)

行列式は D2 − Ω2 だから、その逆行列を用いて

ux =
e(DEx − iΩEy)

D2 − Ω2
, uy =

e(iΩEx +DEy)

D2 − Ω2
. (5)

[2] 複素比誘電率
分極は P = −neu である。P = ε0(ε̃− I)Eex と比較すると

εxx = 1− ne2D

ε0(D2 − Ω2)
, γ =

ne2Ω

ε0(D2 − Ω2)
=

ne3ωB

ε0(D2 − Ω2)
, (6)

εzz = 1− ne2

ε0D
. (7)

最後の式は z 方向の運動方程式 Duz = eEz から得る。条件 ω0 ≫ ω > 0、ω0 ≫ eB/m では
D < 0 かつ |D| > Ω であり、よって

D2 − Ω2 > 0, γ > 0, εxx > 1. (8)

ここでは εxx と γ が実数となる近似範囲を考えている。

[3] 平面波の波動方程式
式 (3) の第 1 式を k と外積し、第 2 式で H0 を消去すると

k × (k ×E0) = −µ0ε0ω
2ε̃E0. (9)

ベクトル恒等式 a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) を使い、c−2 = µ0ε0 とすれば

(E0 · k)k − |k|2E0 +
(ω
c

)2
ε̃E0 = 0 . (10)

1



[4] 固有モード
k = kzez とする。x, y 成分は(

(ω/c)2εxx − k2z i(ω/c)2γ
−i(ω/c)2γ (ω/c)2εxx − k2z

)(
E0,x

E0,y

)
= 0. (11)

非零の解には行列式がゼロであることが必要だから[
(ω/c)2εxx − k2z

]2 − [
(ω/c)2γ

]2
= 0. (12)

0 < γ < εxx より二つの正の波数は

k± =
ω

c

√
εxx ± γ , k+ > k− > 0. (13)

kz = k+ のとき x 成分の式から E0,y = −iE0,x、kz = k− では E0,y = iE0,x となる。|E0±| = E
で規格化すると

E0+ =
E√
2

 1
−i
0

 , E0− =
E√
2

1
i
0

 . (14)

z 成分の式は (ω/c)2εzzE0,z = 0を与える。この振動子モデルの条件では εzz > 0なので E0,z = 0
である。

[5] 円偏光モードの時間変化
正の波数側モードについて

E+(z, t) =
E√
2

 1
−i
0

 eik+z−iωt (15)

である。z = 0 で実部を取れば

ℜE+,x(0, t) =
E√
2

cosωt, ℜE+,y(0, t) = − E√
2

sinωt. (16)

二成分は同じ振幅で位相が π/2 ずれているので、合成電場の先端は円を描く。

ωt

成分（E/
√
2 単位）

0 π/2 π 3π/2 2π

√
2ℜE+,x/E = cosωt√
2ℜE+,y/E = − sinωt

図 1: 二つの直交成分の位相差。
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[6] 媒質を通過した偏光面
境界で x 偏光になるよう、二つの固有モードを等しい振幅で重ねる。

E(z, t) =
E0+√

2
eik+z−iωt +

E0−√
2
eik−z−iωt. (17)

z = 0ではE0++E0− =
√
2(E, 0, 0)Tなので条件 (5)を満たす。̄k = (k++k−)/2、δ = (k+−k−)z/2

と置くと、複素振幅は

E(z, t) = E

cos δ
sin δ
0

 eik̄z−iωt. (18)

従って z = l では

F = E

cos θ
sin θ
0

 , θ =
(k+ − k−)l

2
. (19)

実電場は共通の伝搬位相を持つ直線偏光で、その振動方向が x 軸から θ 回転している。

媒質 0 ≤ z ≤ l

E ∥ x
+z

Bex ∥ +z

入射光 鏡Return

z

x

+y

図 2: 磁場の向きを保ったまま鏡で戻す往復伝搬。媒質内の偏光面の回転角は θ である。

[7] 鏡による往復
鏡は偏光を反射するが、外部磁場 Bex は反転しない。[4] の固有方程式は k2z で決まるため、戻
り光では同じ固定 x, y 座標の固有ベクトル E0± に、それぞれ kz = −k± を対応させる。鏡の
反射係数を両成分に共通な r とすると、z = l から z = 0 へ戻る各成分にも ei(−k±)(0−l) = eik±l

の位相が加わる。従って戻った電場は

Eret(0, t) =
r√
2

(
E0+e

2ik+l +E0−e
2ik−l

)
e−iωt = rE

cos 2θ
sin 2θ
0

 e2ik̄l−iωt. (20)

このように往路と復路の相対位相差が加算され、x 軸に対する最終角は

θround = 2θ = (k+ − k−)l . (21)

これは媒質表面での反射を無視し、鏡の反射自体が偏光面の向きを変えないという問題の設定
による。鏡までの真空中の往復位相も両成分に共通なので、回転角には影響しない。
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物理工学専攻院試解答集
2017 年度物理学 II 第 4 問

政岡凜太郎

[1] 電子線の加速電圧
相対論的補正を無視すると電子の運動量は p =

√
2meV であり、ド・ブロイ関係 p = h/λ より

V =
h2

2meλ2
. (1)

λ = 0.01nm = 1.0× 10−11 m を代入すると

V =
(6.6× 10−34 J s)2

2(9.1× 10−31 kg)(1.6× 10−19 C)(1.0× 10−11 m)2
= 1.5× 104 V. (2)

[2] 有限正方格子の散乱振幅
左下の格子点を原点に取ると、原子位置は rnx,ny = (anx, any, 0) である。従って振幅は二つの
有限和に分離する。

A(K, Nx, Ny) = f

Nx−1∑
nx=0

e−iaKxnx

Ny−1∑
ny=0

e−iaKyny (3)

= fL(Kx, Nx)L(Ky, Ny), (4)

L(K,N) =
N−1∑
n=0

e−iaKn = e−iaK(N−1)/2 sin(NaK/2)

sin(aK/2)
. (5)

分母がゼロとなる点では極限を取る。したがって

|L(K,N)|2 =
[

sin(NaK/2)

sin(aK/2)

]2
, (6)

また N = 1, 2, 3 ではそれぞれ 1、4 cos2(aK/2)、[1 + 2 cos(aK)]2 となる。

[3] 単原子三角格子の回折
図 3 の基本格子ベクトルは

a1 = a

(√
3/2
1/2

)
, a2 = a

(
−
√
3/2

1/2

)
. (7)

逆格子は ai · bj = 2πδij で定めるから

b1 =
2π

a

(
1/
√
3

1

)
, b2 =

2π

a

(
−1/

√
3

1

)
. (8)

1



aKx

|L|2

Nx = 1

0 π 2π

aKx

|L|2

Nx = 2

0 π 2π

aKx

|L|2

Nx = 3

0 π 2π

図 1: |L(Kx, Nx)|2 の一周期。各パネルの縦軸は実際の強度である。

面内の原子位置 r = n1a1 + n2a2 を散乱振幅の位相因子 e−iK·r に代入すると、二方向の有限
等比和が得られる。多数の単位胞で双方の和が強め合う条件は K∥ ·ai = 2πmi（mi は整数）で
ある。したがって散乱ベクトルの面内成分は逆格子ベクトル G = m1b1 +m2b2 であり、

|G|2 = 16π2

3a2
(m2

1 +m2
2 +m1m2). (9)

括弧内は (m1 −m2)
2 + 3m1m2 とも書けるので、3 で割った余りは 0 か 1 であり、値 2 は取ら

ない。指数 (1, 0)、(1, 1)、(2, 0) でそれぞれ 1, 3, 4 となるため、最小の三つの正の値は 1, 3, 4 で
ある。垂直入射では k は面に垂直で、G は k′ の面内成分なので、回折角 θ（入射・散乱波数
ベクトル間の全角）には

|G| = |k′| sin θ = k sin θ, k =
2π

λ
(10)

が成り立つ。三殻がいずれも前方の検出面に届く条件は、最大の |G| に対して 4λ/(
√
3a) < 1、

すなわち 0 < λ/a <
√
3/4 である。この範囲で、小さい方から三つの角は

θ1 = sin−1

(
2λ√
3a

)
, θ2 = sin−1

(
2λ

a

)
, θ3 = sin−1

(
4λ√
3a

)
. (11)

散乱が可能な範囲で各回折角は 0 < θ < π/2 である。小角度では θ1 ≃ 2λ/(
√
3a)、θ2 ≃ 2λ/a、

θ3 ≃ 4λ/(
√
3a) となる。

各逆格子殻には六つの等価なベクトルがあるため、平面ディテクタ上では入射方向を中心と
する三つの六回対称なスポット列となる。小角近似では検出面上の半径が θj に比例し、その
比は 1 :

√
3 : 2 である。第 1 殻と第 3 殻は x 軸から 60◦ おきに並び、第 2 殻はそれらから 30◦

回転している。
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x

y

(a) 位置（θ1, θ2, θ3）

x

y

(b) 基底強度（面積比 1 : 3 : 1）

図 2: 小角近似での三殻の回折位置。(b) は [4] で求めるハニカム基底の相対強度を点の面積で
表す。

[4] ハニカム構造の基底干渉
図 4 の二原子基底の相対位置を τ = (2a1 + a2)/3 とする。fA = f、fB = 2f と選べば、逆格子
点 G = m1b1 +m2b2 での基底振幅は

Fbasis = fA + fBe
−iG·τ = f

[
1 + 2e−i(2π/3)(2m1+m2)

]
. (12)

従って単位胞数による共通因子を除くと

Ibasis = |Fbasis|2/|f |2 = 5 + 4 cos
(
2π

3
(2m1 +m2)

)
. (13)

各殻のすべての指数について t = 2m1 +m2 と置くと、t2 ≡ m2
1 +m2

2 +m1m2 (mod 3) である。
したがって第一・第三殻では t ̸≡ 0 (mod 3)、第二殻では t ≡ 0 (mod 3) となる。上の余弦は順
に −1/2, 1,−1/2 であり、各殻のどのピークも強度 3, 9, 3 をもつ。その比は

I1 : I2 : I3 = 1 : 3 : 1 . (14)

第二殻のピークは他の二殻より 3 倍強い。

[5] 面直積層による干渉
隣接層の間隔を d、積層数を Nz とする。全ての層で同じ面内原子配置を持ち、散乱ベクトル
の垂直成分を c = Kz とすれば、各層の位相差は cd である。振幅には

SNz(c) =

Nz−1∑
j=0

e−icjd = e−icd(Nz−1)/2 sin(Nzcd/2)

sin(cd/2) (15)

が掛かる。cd = 2πm（m 整数）では各層が同位相となり、|SNz |2 = N2
z である。この条件の近

くの最初の零点は cd = 2πm ± 2π/Nz なので、ピーク幅は c について 1/(Nzd) の程度になる。
一方、層条件からの位相のずれを固定すると

|SNz(c)|2

N2
z

≤ 1

N2
z sin2(cd/2)

. (16)

従って Nz| sin(cd/2)| ≫ 1 なら、強め合うピークに比べて強度が小さい。有限層では、層条件
から外れた振幅が一般に厳密にゼロになるわけではない。
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垂直入射では k = (0, 0, k) であり、面内回折ベクトルを G とすると、弾性散乱の前方解は

k′ = (G,
√
k2 − |G|2), c = k′z − k =

√
k2 − |G|2 − k. (17)

非零の G に対するこの c が層条件のピーク幅以上に外れると、層からの散乱は弱め合い、回
折ピークが抑えられる。垂直入射でも層条件に近い場合には抑制されないが、問題文の消失は
層条件から外れた場合に対応する。
傾斜によって層条件と弾性散乱を両立できる具体例として、0 < |G| < 2k のとき、入射の面

内成分を −G/2 に取ると

k =

(
−G

2
,

√
k2 − |G|2

4

)
, k′ =

(
G

2
,

√
k2 − |G|2

4

)
. (18)

両波数の大きさは k で、k′ − k = (G, 0) となる。従って c = 0、すなわち m = 0 の層条件が満
たされ、全層が強め合う。面直方向からの入射の傾斜角は

α = sin−1

(
|G|
2k

)
≃ |G|

2k
(|G|/k ≪ 1) (19)

であるため、小角回折の領域では小さな傾斜でピークが現れる。これは選んだ G に対応する
方位と角度の構成である。
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物理工学専攻院試解答集
2018 年度物理学 I 第 1 問

政岡凜太郎

[1.1] 質点の速さ
頂点を位置エネルギーの基準にする。角度 θ まで降りたときの高さの減少は R(1− cos θ) なの
で、力学的エネルギー保存から

1

2
mv2 = mgR(1− cos θ), v(θ) =

√
2gR(1− cos θ) . (1)

[1.2] 質点の離脱
半径方向内向きを正に取ると、接触中は mg cos θ −N = mv2/R である。離脱時は N = 0 だか
ら、v2c = gR cos θc1。これとエネルギー式を合わせると

2(1− cos θc1) = cos θc1, cos θc1 =
2

3
, vc1 =

√
2gR

3
. (2)

[2.1] 一様球の慣性モーメント
球の密度は ρm = 3m/(4πr3) である。球座標で極角を ϑ とすると

I =

∫
(s sinϑ)2ρm s2 sinϑds dϑ dϕ (3)

= ρm

(∫ r

0
s4ds

)(∫ π

0
sin3 ϑdϑ

)
(2π) =

2

5
mr2 . (4)

[2.2] 転がり条件
球中心の軌道半径は R+ r である。接触点の速度がゼロだから、v = rω（角速度の大きさ）と
なる。

[2.3] 転がる球の離脱
重心の位置エネルギー減少は mg(R+ r)(1− cos θ) である。I = 2mr2/5 および ω = v/r を使う
と

mg(R+ r)(1− cos θ) = 1

2
mv2 +

1

2
Iω2 =

7

10
mv2, v2 =

10

7
g(R+ r)(1− cos θ). (5)

離脱時の半径方向の式は mg cos θc2 = mv2c2/(R+ r) である。二式を連立して

cos θc2 =
10

17
, vc2 =

√
10

17
g(R+ r) . (6)

1



[2.4] 離脱角の違い
同じ角度 θ での向心加速度を、各中心軌道の半径を使って比較すると

質点： v2

R
= 2g(1− cos θ), 球： v2

R+ r
=

10

7
g(1− cos θ). (7)

転がる球では位置エネルギーの一部が回転エネルギーに入るため、向心加速度の係数が小さ
い。接触中の法線抗力は、質点では N = m[g cos θ− v2/R]、球では N = m[g cos θ− v2/(R+ r)]
であり、球のほうが同じ角度で大きい。そのため球はより大きな角度まで接触を保つ。実際、
10/17 < 2/3 より θc2 > θc1 である。

[3.1] 撃力の作用高さ
撃力の作用時間を十分短く取り、その間の重力と接触摩擦の力積を無視する。頂点で水平方向
に打つので、支持面へ向かう法線方向の衝突も生じない。この局所的な撃力モデルでは、並進
の力積収支から mv0 = P、重心まわりの角力積収支から Iω0 = P (h − r) となる。接触点の水
平速度がゼロとなるためには、撃力直後の重心速度 v0 = P/m と角速度 ω0 が v0 = rω0 を満た
す必要がある。従って

ω0 =
P (h− r)

I
=

5P (h− r)

2mr2
. (8)

これを転がり条件に代入すると

h =
7

5
r , v0 =

P

m
, ω0 =

P

mr
. (9)

[3.2] 撃力後の離脱
撃力後は力学的エネルギーが保存される。最初の並進・回転運動エネルギーは (7/10)P 2/m な
ので

v2 =
10

7
g(R+ r)(1− cos θ) + P 2

m2
. (10)

離脱条件 v2c = g(R+ r) cos θc3 と連立すると

cos θc3 =
10

17
+

7P 2

17m2g(R+ r)
, vc3 =

√
10

17
g(R+ r) +

7P 2

17m2
. (11)

この離脱角が実現するには、右辺が 0 以上 1 以下でなければならない。
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物理工学専攻院試解答集
2018 年度物理学 I 第 2 問
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[1.1] 電場と電位
ガウスの法則より、半径 a より内側では包む電荷がなく、球殻間だけで電場がある。外側では
全電荷がゼロである。電位は無限遠をゼロとして積分する。

E(r) =


0 (r < a),

Q0/(4πε0r
2) (a < r < b),

0 (r > b),

ϕ(r) =
Q0

4πε0


1/a− 1/b (r < a),

1/r − 1/b (a ≤ r ≤ b),

0 (r > b).

(1)

[1.2] 静電容量
球殻間の電位差は ∆ϕ = Q0(1/a− 1/b)/(4πε0) であるから

C =
Q0

∆ϕ
=

4πε0ab

b− a
. (2)

[1.3] 誘電体で満たした場合のエネルギー
誘電率 ε の媒質で満たすと Cε = 4πεab/(b− a) である。電荷を Q0 に保つので

U =
Q2

0

2Cε
=

Q2
0

8πε

(
1

a
− 1

b

)
. (3)

[1.4] 薄い誘電層による容量変化
真空層 a < r < b− d と誘電層 b− d < r < b は直列である。

1

C
=

1

4πε0

(
1

a
− 1

b− d

)
+

1

4πε

(
1

b− d
− 1

b

)
(4)

=
1

4πε0

(
1

a
− 1

b

)
− d

4πb2

(
1

ε0
− 1

ε

)
+O(d2). (5)

C0 = 4πε0ab/(b− a) を使って逆数を展開すると

C = C0 +
4πε0(ε− ε0)

ε

a2

(b− a)2
d+O(d2) . (6)

1



[2.1] 定常電流とジュール熱
媒質内の電場は Er = Q0/(4πεr

2) なので、半径によらず電流は

I = 4πr2σEr =
σQ0

ε
> 0. (7)

電位差を電流で割れば抵抗が得られる。

R =
1

4πσ

(
1

a
− 1

b

)
, Q̇heat = I2R =

σQ2
0

4πε2

(
1

a
− 1

b

)
. (8)

[2.2] 電源を外した後
時刻 tの内側球殻の電荷を Q(t)とする。[2.1]の電流式に現在の電荷を入れると I(t) = σQ(t)/ε
となる。外向きの電流は内側球殻の電荷を減らすので、電荷保存則から dQ/dt = −I(t) =
−σQ(t)/ε である。初期条件 Q(0) = Q0 を使うと

Q(t) = Q0e
−σt/ε. (9)

瞬時電力は [2.1] の Q0 を Q(t) に置き換えたものなので

W (t) =

∫ t

0

σQ(t′)2

4πε2

(
1

a
− 1

b

)
dt′ =

Q2
0

8πε

(
1

a
− 1

b

)(
1− e−2σt/ε

)
. (10)

[2.3] 静電エネルギーとの関係
t → ∞ では残留電荷がゼロとなり、発生熱は W (∞) = Q2

0(1/a − 1/b)/(8πε) となる。これは
[1.3] の初期静電エネルギーに等しい。ここでは電源が外れており、媒質の熱以外にエネルギー
が移らないためである。

[3] 二媒質境界の面電荷
定常状態では各領域の電流密度が I/(4πr2) である。従って境界の両側の電場は Ei =
I/(4πσir

2
0)。境界面法線を外向きに取ると、自由面電荷密度は法線方向の D の跳びで

σs = ε2E2 − ε1E1 =
I

4πr20

(
ε2
σ2

− ε1
σ1

)
. (11)

負値の場合は、境界に負の自由電荷が蓄積している。
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[1] 引力型デルタポテンシャル
x ̸= 0 では −h̄2ϕ′′/(2m) = Eϕ である。負の固有値に対する減衰解を ϕ(x) = Ne−ξ|x|、E =
−h̄2ξ2/(2m) と置く。原点を含む微小区間でシュレーディンガー方程式を積分すると

ϕ′(0+)− ϕ′(0−) = −2mv

h̄2
ϕ(0). (1)

左辺は −2Nξ だから ξ = mv/h̄2。規格化条件より 1 = N2
∫∞
−∞ e−2ξ|x|dx = N2/ξ であり

N =

√
mv

h̄2
, ξ =

mv

h̄2
, E = −mv2

2h̄2
. (2)

[2.1] 試行状態のエネルギー期待値
二つの局在配置を Φ1 = ϕs(x1 +R/2)ϕs(x2 −R/2)、Φ2 = ϕs(x1 −R/2)ϕs(x2 +R/2) と置く。問
題文の定義は ⟨Φ1|H|Φ1⟩ = ⟨Φ2|H|Φ2⟩ = A、⟨Φ2|H|Φ1⟩ = B、⟨Φ2|Φ1⟩ = S である。対角規格化
は 1 なので

E(c1, c2) =
A(c21 + c22) + 2Bc1c2
c21 + c22 + 2Sc1c2

. (3)

[2.2] 変分方程式
エネルギーの停留条件を、分母を含めて変分する。すなわち、E(c1, c2) の候補値 E について

L = A(c21 + c22) + 2Bc1c2 − E(c21 + c22 + 2Sc1c2) (4)

の偏微分をゼロと置く。両式を 2 で割ると(
A B
B A

)(
c1
c2

)
= E

(
1 S
S 1

)(
c1
c2

)
. (5)

交差項の係数は各行列要素そのものではなく、二つの対称な交差項の和となるため、行列の非
対角要素は B − ES である。

[2.3] 固有値と空間波動関数
両行列は交換対称なので、固有ベクトルは (1, 1)T または (1,−1)T である。各ベクトルを同じ
符号の分子・分母に代入すると

E+ =
A+B

1 + S
, (c1, c2) ∝ (1, 1), E− =

A−B

1− S
, (c1, c2) ∝ (1,−1). (6)

1



従って規格化を除く空間波動関数は

Φ±(x1, x2) = ϕs(x1 +R/2)ϕs(x2 −R/2)± ϕs(x1 −R/2)ϕs(x2 +R/2) . (7)

粒子交換 x1 ↔ x2 で Φ+ は対称、Φ− は反対称となる。

[2.4] スピンを含むフェルミ状態
二粒子フェルミ状態はスピンと軌道の積全体が反対称でなければならない。α, β をそれぞ
れスピン上向き・下向きの状態、ωi を粒子 i のスピン座標とする。スピン一重項 χ00 =
(α(ω1)β(ω2)−β(ω1)α(ω2))/

√
2は反対称なので、Φ+ と組み合わせる。三重項は対称なので、Φ−

と組み合わせる。よって全状態と近似エネルギーは

Φ+χ00, E+ , (8)

Φ−α(ω1)α(ω2), E− , (9)

Φ−
α(ω1)β(ω2) + β(ω1)α(ω2)√

2
, E− , (10)

Φ−β(ω1)β(ω2), E− . (11)
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[1.1] 配置数とエントロピー
N 個の分子を M 個のセルのうち異なる N 個に置くので、配置数は

W =

(
M

N

)
=

M !

N !(M −N)!
. (1)

Stirling 近似を使うと
S = kB lnW (2)
= kB{M lnM −N lnN − (M −N) ln(M −N)} (3)

= −MkB [ϕ lnϕ+ (1− ϕ) ln(1− ϕ)] , ϕ =
N

M
. (4)

[1.2] 圧力と理想気体との比較
相互作用がないため F0 = −TS である。v を一定に保って V を変えると、M = V /v かつ
ϕ = vN/V も変わる。f(ϕ) = ϕ lnϕ+ (1− ϕ) ln(1− ϕ) と置けば

F0 =
kBTV

v
f(ϕ),

(
∂ϕ

∂V

)
N

= − ϕ

V
. (5)

従って

p0 = −
(
∂F0

∂V

)
T,N

= −kBT

v

[
f(ϕ)− ϕf ′(ϕ)

]
(6)

= −kBT

v
ln(1− ϕ) = −kBT

v
ln

(
1− vN

V

)
. (7)

0 < ϕ < 1 では対数の展開から

p0 =
kBT

v

(
ϕ+

ϕ2

2
+ · · ·

)
=

kBNT

V
+

kBTvN
2

2V 2
+ · · · . (8)

希薄極限の一次項は pid = kBNT/V に一致する。有限密度ではセルの二重占有が禁じられて
いるため、自由に使える空きセルが減って圧力は理想気体より大きくなる。

[2.1] 平均場化学ポテンシャル
[1.1] のエントロピーと与えられた平均場エネルギーより

F (ϕ) = −1

2
Mzαϕ2 +MkBT [ϕ lnϕ+ (1− ϕ) ln(1− ϕ)] . (9)

1



N = Mϕ なので、M を固定したまま µ = (∂F/∂N)T = M−1(∂F/∂ϕ)T を計算すると

µ(ϕ) = −αzϕ+ kBT [lnϕ− ln(1− ϕ)] . (10)

第一項は近接分子間の引力による寄与、対数項は占有数の制約によるエントロピーの寄与であ
る。

[2.2] 化学ポテンシャルが単調増加する温度

µ′(ϕ) = −αz +
kBT

ϕ(1− ϕ)
. (11)

0 < ϕ < 1 における ϕ(1− ϕ) の最大値は 1/4 である。よって µ′(ϕ) ≥ 0 が全域で成り立つ条件
は

T ≥ Tc ≡
αz

4kB
. (12)

T > Tc では導関数は常に正であり、T = Tc では ϕ = 1/2 の一点だけでゼロ、それ以外では正
である。従って臨界温度でも µ(ϕ) は区間全体で厳密に増加する。

[2.3] 三つの密度と相分離
T < Tc では µ′(ϕ) = 0 となる密度が二つあり、その間で µ は減少する。この S 字形の曲線で
は、極小値と極大値の間のある化学ポテンシャルに対し、同じ µ を与える密度が三つ現れる。
同じ大きさ M の二領域に粒子を N + δN と N − δN だけ分けたとき、均等な配置との差は

F (N + δN) + F (N − δN)− 2F (N) = F ′′(N)(δN)2 +O((δN)4) (13)

である。各 F は同じ M,T で評価する。したがって安定な一様相では F ′′(N) = ∂µ/∂N ≥ 0 が
必要である。中央の枝では ∂µ/∂N = M−1µ′(ϕ) < 0 となり、粒子を偏らせると自由エネルギー
が下がるため、この安定性条件に反する。
安定な平衡では、組成に応じて低密度相と高密度相に分かれることがある。g(ϕ) = F (ϕ)/M
をセルあたりの自由エネルギーとすれば、共存密度 ϕg, ϕl は

g′(ϕg) = g′(ϕl) = µcoex, g(ϕl)− g(ϕg) = µcoex(ϕl − ϕg) (14)

を満たす。第一式は両相の化学ポテンシャルの等値、第二式は二点を結ぶ直線の傾きが共通の
接線勾配に等しいことを表す。固定セル体積 v では圧力は p = (ϕµ− g)/v なので、二式を合わ
せると圧力も等しい。第二式を積分形に直すと ∫ ϕl

ϕg
[µ(ϕ)− µcoex] dϕ = 0 となり、Maxwell の等

面積則を得る。これが液体と気体の相分離に対応する。三つの解は三相が同時に共存すること
を意味せず、両端の局所的に安定な枝と中央の不安定枝を表している。
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[1.1] 二準位系の速度方程式
上準位から下準位への遷移は自然放出と誘導放出、下準位から上準位への遷移は誘導吸収であ
る。よって

dN1

dt
= (A+BW (ω0))N2 −BW (ω0)N1, (1)

dN2

dt
= BW (ω0)N1 − (A+BW (ω0))N2. (2)

両式の和はゼロであり、全原子数密度 N1 +N2 が保存する。

[1.2] 定常状態と占有数比
定常状態では

BW (ω0)(N1 −N2) = AN2. (3)
従って

W (ω0) =
AN2

B(N1 −N2)
,

N2

N1
=

BW (ω0)

A+BW (ω0)
< 1. (4)

自然放出があるため、二準位系をこの放射場だけで駆動しても上準位の占有数は下準位を超え
ない。

[2.1] 空洞内の電磁波モード数
一辺 d の立方体に周期境界条件を置くと、許される波数は k = (2π/d)n（n ∈ Z3）である。
|k| ≤ ω/c を満たす格子点の数を、球の体積で近似する。各モードに横偏光が二つあるので

N(ω) = 2
d3

(2π)3
4π

3

(ω
c

)3
=

d3ω3

3π2c3
. (5)

[2.2] モード密度と Planck 分布
単位体積・単位角周波数あたりのモード数は

D(ω) =
1

d3
dN

dω
=

ω2

π2c3
. (6)

これに 1 モードあたりの平均エネルギーを掛ければ

Weq(ω) = D(ω)
h̄ω

eh̄ω/(kBT ) − 1
=

h̄ω3

π2c3
1

eh̄ω/(kBT ) − 1
. (7)

1



[2.3] Einstein 係数と共鳴周波数
熱平衡では N2/N1 = e−h̄ω0/(kBT ) である。[1.2] の定常式を用いると

A

B
=

(
N1

N2
− 1

)
Weq(ω0) =

(
eh̄ω0/(kBT ) − 1

)
Weq(ω0). (8)

Planck 分布を代入して温度依存性が消え、

A

B
=

h̄ω3
0

π2c3
. (9)

[3.1] 三準位系の速度方程式
図の矢印に沿って、ポンプ遷移 1 ↔ 3、信号遷移 1 ↔ 2、および 3 → 2 の緩和を数えると

dN1

dt
= −(P + L)N1 + (A+ L)N2 + (A′ + P )N3, (10)

dN2

dt
= LN1 − (A+ L)N2 + CN3, (11)

dN3

dt
= PN1 − (A′ + P + C)N3. (12)

三式の和はゼロで、N1 +N2 +N3 が保存する。遷移図は次の通りである。

1

2

3

L A

P A′

C

Figure 1: 三準位系で考える遷移。上下位置はエネルギーの順序を示し、準位間隔は縮尺を表さ
ない。

[3.2] 定常占有数比と反転条件
定常状態で第 3 式から

N3

N1
=

P

A′ + P + C
. (13)

これを第 2 式へ代入すると
N2

N1
=

(A′ + P + C)L+ CP

(A′ + P + C)(A+ L)
. (14)

この比が 1 を超える条件は、分子と分母の差を取って

P (C −A) > A(A′ + C) (15)

2



となる。従って反転が可能であるためには C > A が必要で、そのときのポンプ率の閾値は

Pc =
A(A′ + C)

C −A
, P > Pc. (16)

3 → 2 緩和が 2 → 1 の自然放出より速いと、準位 2 へ原子が効率よく蓄積し、十分なポンプで
準位 1 より多くなる。P = B13Wp(ωp) より反転条件は

Wp(ωp) >
A(A′ + C)

B13(C −A)
. (17)

[3.3] 短波長ポンプで反転しにくい理由
短波長化に対する困難は、問で与えられた三準位系の速度方程式から説明できる。準位 1 ↔ 2
の角周波数を ωl、ポンプ遷移 1 ↔ 3 を ωp とする。熱平衡 Planck 分布から得た Einstein 関係
をそれぞれの遷移に適用すると

A

B12
=

h̄ω3
l

π2c3
,

A′

B13
=

h̄ω3
p

π2c3
. (18)

Einstein の B 係数を固定すれば、自発遷移率 A,A′ は対応する遷移周波数の三乗に比例して増
加する。一方、反転に必要な条件は

C > A, P > Pc =
A(C +A′)

C −A
. (19)

実際、C > A の範囲では
∂Pc

∂A
=

C(C +A′)

(C −A)2
> 0,

∂Pc

∂A′ =
A

C −A
> 0. (20)

よって信号遷移の周波数 ωl を上げると A が増し、閾値が上がるだけでなく、固定された緩和
率 C に対して最終的には A ≥ C となり反転自体が不可能になる。ポンプ遷移の周波数 ωp を
上げても A′ が増し、必要なポンプ率が増える。この説明はポンプ場のスペクトル形状を仮定
しない。
なお、ポンプ光が別途熱平衡場だと仮定した場合に限り、Wien 極限 h̄ωp ≫ kBT では

Wp,eq(ωp) ≃
h̄ω3

p

π2c3
e−h̄ωp/(kBT ) (21)

となり、高周波数での指数抑制も加わる。ただしこれは原問が置いていない追加条件である。
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[1.1] 電子の伝導率テンソル
x = ωcτ とする。定常状態の運動方程式は

v = −eτ

m
(E + v ×B), vx = −eτ

m
(Ex +Bvy), vy = −eτ

m
(Ey −Bvx). (1)

電流密度は J = −nev なので (
1 x
−x 1

)(
jx
jy

)
=

ne2τ

m

(
Ex

Ey

)
. (2)

行列を反転すると、問題の形式

σ̃ =
σ0

1 + x2

(
1 −x
x 1

)
, σ0 =

ne2τ

m
(3)

を得る。

[1.2] Hall 係数と縦伝導率
j = σ̃E を反転し、jy = 0 とすると

Ex =
jx
σ0

, Ey = −xjx
σ0

. (4)

従って
RH = − x

σ0B
= − 1

ne
, σ =

jx
Ex

= σ0 =
ne2τ

m
. (5)

Hall 係数が負なのは、担い手の電荷が −e であることを反映している。

[2.1] 電子・正孔の伝導率テンソル
電子のテンソルは [1.1] の結果であり、正孔は反対符号の電荷を持つので Hall 成分の符号が反
転する。両者の電流を加えると

σ̃ =
e2τ/m

1 + x2

(
n+ p −(n− p)x

(n− p)x n+ p

)
. (6)

ここで x = ωcτ は正の量である。

1



[2.2] Hall 係数と縦伝導率
u = n+ p、d = n− p とおく。伝導率行列の逆は

σ̃−1 =
m(1 + x2)

e2τ

1

u2 + d2x2

(
u dx

−dx u

)
. (7)

jy = 0 では E = σ̃−1(jx, 0)
T なので

RH =
Ey

jxB
= −d

e

1 + x2

u2 + d2x2
(8)

= −n− p

e

1 + (ωcτ)
2

(n+ p)2 + (n− p)2(ωcτ)2
, (9)

σ =
jx
Ex

=
(n+ p)e2τ

m

1 + [(n− p)/(n+ p)]2x2

1 + x2
. (10)

[2.3] 低磁場・高磁場 Hall 係数
式の x → 0 および x → ∞ の極限は

R
(0)
H = − n− p

e(n+ p)2
, R

(∞)
H = − 1

e(n− p)
. (11)

従って
n− p = − 1

eR
(∞)
H

, n+ p =
1

e

√
R

(0)
H R

(∞)
H

, (12)

ここで平方根は正の枝を取った。よって

n =
1

2e

 1√
R

(0)
H R

(∞)
H

− 1

R
(∞)
H

 , p =
1

2e

 1√
R

(0)
H R

(∞)
H

+
1

R
(∞)
H

 . (13)

非負密度を持つこのモデルの極限値は、同符号であることに加え

0 <
R

(0)
H

R
(∞)
H

=
d2

u2
≤ 1 (14)

を満たす。従って復元した u と d には u ≥ |d| が成り立ち、n = (u+ d)/2、p = (u− d)/2 はと
もに非負となる。二つの Hall 係数を入力として使う場合にも、同符号と |R(0)

H | ≤ |R(∞)
H | の両

方が、このモデルとの適合条件である。

[2.4] 縦伝導率の磁場依存性

σ(0) =
(n+ p)e2τ

m
, σ(∞) =

(n− p)2e2τ

m(n+ p)
. (15)

n, p ≥ 0 なら |(n − p)/(n + p)| ≤ 1 なので、p = 0 では σ は一定、両種が存在し n ̸= p なら単
調に減少して正の高磁場極限へ近づく。代表的な曲線を規格化して示す（混合担体の曲線は
|n− p|/(n+ p) = 1/2 の例）。
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x = ωcτ

σ/σ(0)

0 (a) p/n = 0

1

x = ωcτ

σ/σ(0)

0 (b) p/n > 0, p ̸= n

1

Figure 1: 縦伝導率の代表的な磁場依存性。右図では [(n− p)/(n+ p)]2 = 1/4 の例を示す。

[2.5] 電子・正孔密度が等しい場合
p = n > 0 では伝導率テンソルの Hall 成分が相殺する。[2.1] の行列から jy = 2ne2τEy/[m(1 +
x2)] なので、全電流の条件 jy = 0 より Hall 電場は Ey = 0 となる。このとき縦伝導率は

σ =
2ne2τ/m

1 + x2
−→ 0 (x → ∞). (16)

Ey = 0 で各担体の定常運動方程式を解くと、縦速度は

電子： vx = − eτEx

m(1 + x2)
, 正孔： vx =

eτEx

m(1 + x2)
, (17)

横速度はともに vy = −eτxEx/[m(1 + x2)] である。横速度は同方向だが電荷の符号が逆なので、
等密度では横電流が相殺する。そのため、単一担体の場合のように横のローレンツ力を補償す
る Hall 電場が生じない。高磁場では縦速度が 1/(1 + x2) の因子で抑えられ、電場方向の電流
と縦伝導率がゼロへ近づく。
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[1.1] 円軌道速度
半径 R の円運動に必要な向心力と万有引力を等置すると

mv21
R

=
GMm

R2
, v1 =

√
GM

R
. (1)

[1.2] 脱出速度
無限遠で速度がゼロとなる境界が脱出の最小速度である。重力位置エネルギーを無限遠でゼロ
とすると、この境界での全エネルギーはゼロなので

1

2
mv22 −

GMm

R
= 0, v2 =

√
2GM

R
. (2)

[1.3] 楕円軌道の長軸
初期の全エネルギーは E = m(v2/2 − GM/R) < 0 である。設問で与えられた軌道式から、最
近点と最遠点の距離はそれぞれ l/(1 + ε)、l/(1− ε) である。その和が長軸の長さなので、設問
[1] の l = h2/(GM) と 1− ε2 = −2h2E/(G2M2m) を代入すると

L =
l

1 + ε
+

l

1− ε
=

2l

1− ε2
= −GMm

E
. (3)

従って
L =

GMm

−E
=

GM

GM/R− v2/2
. (4)

v = v1 では L = 2R、脱出境界 v → v−2 では L → ∞ となり、円軌道・放物線軌道の極限とも
整合する。

[2.1] 系の公転角速度
ロッドの全質量は 2m である。l/R0 の零次では二質点への重力の合力を重心に置いた質量 2m
への重力で近似でき、これが円運動の向心力を与える。

2mR0ω
2
0 =

GM(2m)

R2
0

, ω0 =

√
GM

R3
0

. (5)

1



[2.2] 慣性モーメント
重心から各質点までの距離は l/2 であるため、z 軸まわりでは

I = 2m

(
l

2

)2

=
ml2

2
. (6)

[2.3] 重力トルク
x を半径方向、y を公転方向とし、ロッド方向を el = (cosϕ, sinϕ) とする。質点の位置は
R± = R0 ± (l/2)el で、重力は F± = −GMmR±/|R±|3 である。重心まわりのトルクは

Nz =

[
l

2
el × F+ − l

2
el × F−

]
z

(7)

=
GMmR0l

2
sinϕ

[
(R2

0 +R0l cosϕ+ l2/4)−3/2 − (R2
0 −R0l cosϕ+ l2/4)−3/2

]
. (8)

(1 + z)−3/2 = 1− 3z/2 +O(z2) を使い、各項を l/R0 の一次まで展開すると

(R2
0 ±R0l cosϕ+ l2/4)−3/2 =

1

R3
0

[
1∓ 3l cosϕ

2R0
+O

(
l2

R2
0

)]
. (9)

二項の差は l を −l に変えると符号が反転するため、偶数次の項は相殺する。従って角括弧は
−3l cosϕ/R4

0 +O(l3/R6
0) となり、

Nz = −3

2

GMml2

R3
0

sinϕ cosϕ = −3

4
ml2ω2

0 sin 2ϕ+O

(
GMml4

R5
0

)
. (10)

正の ϕ を半径方向から公転方向へ測るため、ϕ > 0 の小さな傾きには負の復元トルクが働く。

[2.4] 平衡角と安定性
Nz = 0 より

ϕ0 = 0,
π

2
, π,

3π

2
. (11)

慣性系でのロッドの絶対角を ψ(t) = ω0t+ ϕ(t) とすると、公転角速度 ω0 は一定なので ψ̈ = ϕ̈
である。従って Iϕ̈ = Nz を用い、ϕ = ϕ0 + δϕ とすると、一次の運動方程式は

I δϕ̈ = N ′
z(ϕ0)δϕ, δϕ̈ = −3ω2

0 cos(2ϕ0)δϕ. (12)

ϕ0 = 0, π では復元力が働き、安定な小振動の角振動数は

Ω =
√
3ω0 . (13)

ϕ0 = π/2, 3π/2 では係数が正となるため、摂動は指数的に増大し不安定である。重力勾配はロ
ッドを半径方向へ揃える。
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[1.1] 誘導電場
半径 r の円筒経路を上から見て反時計回りを正に取る。Faraday の法則から∮

E · dl = − d

dt
(πr2B(t)), 2πrEθ = −πr2Ḃ(t). (1)

B(t) = µ0H0 sin(2πft) より

Eθ(r, t) = −r

2
Ḃ(t) = −πfµ0H0r cos(2πft) . (2)

[1.2] 誘導加熱電力
電流密度は J = Eθ/ρ なので、単位体積あたりの Joule 発熱率は E2

θ/ρ である。体積要素
2πrLdr にわたって積分すると

P (t) =

∫ R

0

Eθ(r, t)
2

ρ
2πrLdr (3)

=
π3µ2

0H
2
0f

2LR4

2ρ
cos2(2πft). (4)

[1.3] 一秒間の温度上昇
1 秒は f = 10Hz の整数周期なので、cos2 の時間平均は 1/2 である。従って

∆T =
⟨P ⟩(1 s)

C
=

π3µ2
0H

2
0f

2LR4

4ρC
(1 s). (5)

与えられた値を代入すると ⟨P ⟩ ≃ 1.96 × 10−3 W、∆T ≃ 3.92 × 10−3 K である。一桁の有効数
字では

∆T ≃ 4× 10−3 K . (6)

[2.1] 一つの円環電流の軸上磁場
半径 a のループの各電流要素について Biot–Savart 則を用いると、対称性により横成分は相殺
し、軸成分だけが残る。距離 √

a2 + x2、軸への射影因子 a/
√
a2 + x2 を使えば

Bx(x) =
µ0I

4π

2πa2

(a2 + x2)3/2
=

µ0Ia
2

2(a2 + x2)3/2
. (7)

ここでは電流方向を右ねじの法則で +x 向きに磁場を作る向きとした。逆向き電流なら符号が
反転する。

1



[2.2] 逆向き電流の二つのループ
左のループを x = −b で +x 向きの磁場を作るように取り、右のループ x = b の電流は反対向
きとする。軸上の符号付き成分は

Bx(x) =
µ0Ia

2

2

[
1

(a2 + (b+ x)2)3/2
− 1

(a2 + (b− x)2)3/2

]
. (8)

原点で Bx(0) = 0 であり、奇関数なので偶数次の項は消える。微分すると

B′
x(0) = − 3µ0Ia

2b

(a2 + b2)5/2
, Bx(x) = − 3µ0Ia

2b

(a2 + b2)5/2
x+O(x3) . (9)

[2.3] 同じ向きの電流と二次項の相殺
右の電流を反転すると二つの軸成分が加わる。

Bx(x) =
µ0Ia

2

2

[
1

(a2 + (b+ x)2)3/2
+

1

(a2 + (b− x)2)3/2

]
. (10)

S = a2 + b2 とおいて
1

[a2 + (b± x)2]3/2
= S−3/2

[
1∓ 3b

S
x+

3(4b2 − a2)

2S2
x2 +O(x3)

]
(11)

と展開し、+x と −x の式を足すと

Bx(x) =
µ0Ia

2

S3/2
+

3µ0Ia
2(4b2 − a2)

2S7/2
x2 +O(x4). (12)

二次項が消える条件は 4b2 − a2 = 0 である。a, b > 0 より

a = 2b . (13)

2
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[1.1] デルタ関数障壁での境界条件
波動関数が原点で跳ぶと、その一階微分には δ(x)、二階微分にはその導関数 δ′(x) に比例する
項が現れる。ポテンシャル項 αδ(x)ψ(x) には δ′(x) の項がなく、運動エネルギー項のそれを相
殺できない。従って波動関数は連続である。シュレーディンガー方程式を [−ϵ, ϵ] で積分すると

− h̄2

2m

[
ψ′(ϵ)− ψ′(−ϵ)

]
+ αψ(0) = E

∫ ϵ

−ϵ
ψ(x) dx. (1)

ϵ→ 0 では右辺がゼロに近づくため、

ψ(0+) = ψ(0−) , ψ′(0+)− ψ′(0−) =
2mα

h̄2
ψ(0) . (2)

第 2 式はデルタ関数ポテンシャルの強さに比例する微分の跳びである。

[1.2] 透過・反射振幅
左から入射する定常波を

ψ(x) =

{
eikx + re−ikx, x < 0,

teikx, x > 0
(3)

とする。連続条件と微分の跳び条件より

1 + r = t, ikt− ik(1− r) = 2kCt. (4)

C = mα/(h̄2k) を用いて解くと

r =
C

i− C
, t =

i

i− C
. (5)

確率は |r|2 = C2/(1 + C2)、|t|2 = 1/(1 + C2) で、和は 1 となる。

[2.1] 反対称な二粒子波
入射状態を Ψ− = ψ+(x1)ψ−(x2)− ψ−(x1)ψ+(x2) とする。各因子に一粒子の散乱則を適用する
と

Ψ− 7−→ (t2 − r2) [ψ+(x1)ψ−(x2)− ψ−(x1)ψ+(x2)] . (6)

同方向出射の ψ+(x1)ψ+(x2) と ψ−(x1)ψ−(x2) は、いずれも二つの積からの係数が tr − rt = 0
となって消える。従って反対向き出射だけが残る。これは α,E によらない。

1



[2.2] 対称な二粒子波と同方向散乱
対称入射 Ψ+ = ψ+(x1)ψ−(x2) + ψ−(x1)ψ+(x2) の出射状態は

Ψ+ 7−→ (t2 + r2) [ψ+(x1)ψ−(x2) + ψ−(x1)ψ+(x2)] (7)
+ 2tr [ψ+(x1)ψ+(x2) + ψ−(x1)ψ−(x2)] . (8)

第 1 行が反対向き、第 2 行が同方向への出射チャネルである。C → 0 では t → 1, r → 0、
C → ∞ では t→ 0, |r| → 1 なので、両極限では反対向きだけが残る。
同方向だけに散乱される条件は反対向きの係数がゼロとなること、すなわち

t2 + r2 =
C2 − 1

(i− C)2
= 0. (9)

C > 0 より C = 1 であり、求める障壁の強さは

α0(E) =
h̄2k

m
= h̄

√
2E

m
. (10)

このとき同方向の二つの出射チャネルは係数 2tr 6= 0 で残る。

[3] 二重デルタ障壁の完全透過
x < 0、0 < x < L、x > L における波をそれぞれ

eikx + rLe
−ikx, Aeikx +Be−ikx, T eik(x−L) (11)

と置く。完全透過では rL = 0 であり、x = 0 の連続条件と跳び条件から

A = 1− iC, B = iC. (12)

x = L で X = AeikL/T、Y = Be−ikL/T と定義する。連続条件と微分の跳び条件は

X + Y = 1, i(1−X + Y ) = 2C, (13)

なので X = 1 + iC、Y = −iC となる。これらを割り合わせると

e2ikL =
B

A

X

Y
= −1 + iC

1− iC
. (14)

θ = tan−1C と置けば右辺は ei(π+2θ) である。従って正の障壁間隔は

Ln =
π/2 + tan−1C + nπ

k
, n = 0, 1, 2, . . . . (15)

この条件では反射振幅がゼロで、実ポテンシャルの確率流保存により透過確率は 1 である。
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[1] 臨界点
状態方程式を粒子数密度 n で微分すると(

∂P

∂n

)
T

=
kBT

(1− bn)2
− 2an, (1)(

∂2P

∂n2

)
T

=
2bkBT

(1− bn)3
− 2a. (2)

両方をゼロとし、式を割り合わせると
2b

1− bnc
=

1

nc
, nc =

1

3b
. (3)

第 2 式から臨界温度が得られ、状態方程式へ代入すれば臨界圧力は

Tc =
8a

27kBb
, Pc =

a

27b2
. (4)

[2] 臨界密度での等温圧縮率
固定した粒子数 N について n = N/V なので、(∂V /∂n)N = −V /n である。圧縮率の定義に連
鎖律を使うと

KT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

= − 1

V

(
−V

n

)(
∂P

∂n

)−1

T

=

[
n

(
∂P

∂n

)
T

]−1

. (5)

n = nc = 1/(3b) を代入すると

KT =
1

nc

(
9

4
kBT − 2a

3b

)−1

(6)

=
4

9nckB(T − Tc)
(T > Tc), (7)

ここで 2a/(3b) = (9/4)kBTc を用いた。T ↓ Tc で圧縮率が発散する。

[3] 理想気体の自由エネルギーと状態量
運動量積分は ∫ ∞

−∞
e−p2/(2mkBT ) dp =

√
2πmkBT (8)

1



なので
Z0 =

V N

N !h3N
(2πmkBT )

3N/2. (9)

Stirling 近似を使って F0 = −kBT lnZ0 を整理すると

F0 = −NkBT

[
ln
(
V

N

)
+ 1 +

3

2
ln
(
2πmkBT

h2

)]
. (10)

これを各変数で微分すると

P0 = −
(
∂F0

∂V

)
T,N

=
NkBT

V
, (11)

S0 = −
(
∂F0

∂T

)
V,N

= NkB

[
ln
(
V

N

)
+

5

2
+

3

2
ln
(
2πmkBT

h2

)]
, (12)

µ0 =

(
∂F0

∂N

)
T,V

= −kBT

[
ln
(
V

N

)
+

3

2
ln
(
2πmkBT

h2

)]
, (13)

U0 = F0 + TS0 =
3

2
NkBT . (14)

対数は組合せをまとめると無次元であり、例えば µ0 = kBT ln[nλ3
T ]、λT = h/

√
2πmkBT と書

ける。

[4] 高温・低密度での自由エネルギー
相互作用の積分は ∫ ∞

ℓ
r2

u(r)

kBT
dr = − ϵℓ3

3kBT
. (15)

また 4πℓ3/3 = 2v だから、与えられた近似式の角括弧は 1 + 2ϵv/(kBTV ) となる。N が大きく、
密度が低く、ϵ/(kBT ) ≪ 1 として引力に由来する対数を展開し、N − 1 ≃ N とすれば

lnA ≃ N ln
(
1− Nv

V

)
+

N(N − 1)

2
ln

(
1 +

2ϵv

kBTV

)
(16)

≃ N ln
(
1− Nv

V

)
+

N2ϵv

kBTV
. (17)

排除体積因子は問題文の形のまま保ち、引力補正のみを一次で近似する。従って

F ≃ F0 −NkBT ln
(
1− Nv

V

)
− N2ϵv

V
. (18)

低密度でさらに展開すれば排除体積補正の先頭は N2vkBT/V となる。排除体積は自由エネル
ギーを増やし、引力は減らす。

[5] 圧力と [6] 定数の対応
同じ近似で自由エネルギーを密度形に書くと

F ≃ −NkBT

[
ln
(
V −Nv

Nh3

)
+ 1 +

3

2
ln(2πmkBT ) +

ϵvN

kBTV

]
. (19)
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この形から体積微分を取ると

P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

=
NkBT

V −Nv
− ϵvN2

V 2
=

nkBT

1− vn
− ϵvn2 . (20)

よって van der Waals 方程式と比較して

b = v, a = ϵv . (21)

各項の次元は圧力であり、引力項の符号は負である。
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[1.1] 入射波の磁場
非磁性媒質では ∇ × E = −µ0∂tH である。入射電場は y 方向、波数は −z 方向で、E

(i)
y =

E
(i)
0 e−i(k0z+ωt)、k0 = ωn0/c である。したがって

−∂E
(i)
y

∂z
= −µ0

∂H
(i)
x

∂t
=⇒ H

(i)
0 = +

n0

cµ0
E

(i)
0 . (1)

ここで −∂zEy は ∇×E の x 成分である。同符号の Ey,Hx は E ×H が −z 方向を向くこと
とも整合する。

[1.2–1.3] 界面条件と振幅反射係数
表面電流がないので、境界面 z = 0 で接線成分が連続する。時刻 t = 0 の各振幅を用いれば

E
(i)
0 + E

(r)
0 = E

(t)
0 , H

(i)
0 +H

(r)
0 = H

(t)
0 . (2)

反射波は +z 方向へ進むので H
(r)
0 = −n0E

(r)
0 /(cµ0)、透過波は −z 方向へ進むので H

(t)
0 =

+ngE
(t)
0 /(cµ0) である。従って

n0(E
(i)
0 − E

(r)
0 ) = ngE

(t)
0 . (3)

これと電場条件を解いて

r0 =
E

(r)
0

E
(i)
0

=
n0 − ng

n0 + ng
. (4)

[2.1] 各層の電場と磁場
位相因子 e−iωt のもとで、E

(−)
l の波は −z 方向、E

(+)
l の波は +z 方向へ進む。Maxwell 方程式

から符号をそれぞれ定めると

H
(−)
l = +

nl

cµ0
E

(−)
l , H

(+)
l = − nl

cµ0
E

(+)
l . (5)

[2.2] 境界での漸化式
境界面 l − 1 で電場と磁場を連続させる。層 l 側では距離 dl だけ伝搬した位相が付くので

E
(−)
l−1 + E

(+)
l−1 = E

(−)
l e−i∆l + E

(+)
l ei∆l , (6)

nl−1(E
(−)
l−1 − E

(+)
l−1) = nl(E

(−)
l e−i∆l − E

(+)
l ei∆l), (7)

1



ただし ∆l = nlωdl/c である。2 式を割り合わせれば問題文の漸化式となり

αl =
nl

nl−1
. (8)

[2.3] 四分の一波長多層膜
空気からガラスへ向かう層の順序と終端を図示する。

空気 n0
L (nL)
H (nH)

...
L (nL)
H (nH)
ガラス ng

入射 反射

図は媒質の順序を示す模式図であり、層の高さは物理的な厚さの比を表さない。

境界での場の比を Y = cµ0Hx/Ey とする。層 l の下端 zl では、共通時間因子を省いて
Ey = E

(−)
l + E

(+)
l 、cµ0Hx = nl(E

(−)
l − E

(+)
l ) なので

Y (zl) = nl
E

(−)
l − E

(+)
l

E
(−)
l + E

(+)
l

. (9)

上端 zl−1 = zl + dl では、位相厚さ ∆l = π/2 により二つの振幅の位相因子がそれぞれ −i,+i
となる。従って

Ey(zl−1) = −i(E
(−)
l − E

(+)
l ), (10)

cµ0Hx(zl−1) = −inl(E
(−)
l + E

(+)
l ), (11)

Y (zl−1) = nl
E

(−)
l + E

(+)
l

E
(−)
l − E

(+)
l

=
n2
l

Y (zl)
. (12)

ガラス内は透過波だけなので終端の比は ng である。ガラスから空気へ遡ると一組の層は H、
L の順になり、場の比は Y 7→ n2

H/Y 7→ (n2
L/n

2
H)Y と変換される。これを N 組繰り返すと

Yin = ng

(
nL

nH

)2N

. (13)

空気側の入射・反射振幅では cµ0Hx/Ey = n0(1− r1)/(1 + r1) だから

r1 =
n0 − Yin
n0 + Yin

=
n0n

2N
H − ngn

2N
L

n0n2N
H + ngn2N

L

. (14)

設計波長で反射を消す条件は r1 = 0、すなわち Yin = n0 であり、

nL

nH
=

(
n0

ng

)1/(2N)

. (15)

このとき積層の入口での場の比が空気の進行波の比に一致する。
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物理工学専攻院試解答集
2019 年度物理学 II 第 4 問

政岡凜太郎

[1.1] 化学ポテンシャルと電荷移動
内部エネルギーを U(S, V,N) とすると化学ポテンシャルは

dU = T dS − p dV + µdN, µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

(1)

で定義される。孤立した M の電子化学ポテンシャルは −W、S では −ϕs である。接続すると
電子は化学ポテンシャルの高い側から低い側へ移り、平衡では静電エネルギーを含む電気化学
ポテンシャルが両側で一致する。W > ϕs なら S から M へ移って M 側が負、S 側が正になり、
逆の大小関係なら電荷の向きは反転する。[1] では両方を含む電荷量の大きさを求める。

[1.2] 誘起表面電荷
面積 A の平行板容量は C = ε0A/d である。S 側の符号付き電荷を q と置く（q > 0 なら電子
は S から M へ移る）。静電エネルギーは

Ues =
q2

2C
=

dq2

2ε0A
. (2)

電子が移ることで化学自由エネルギーは −(W − ϕs)q/e だけ変化する。従って全エネルギー

U(q) =
dq2

2ε0A
− W − ϕs

e
q (3)

を最小にする条件 ∂U/∂q = 0 から、S 側の符号付き面電荷密度は q/A = ε0(W − ϕs)/(ed) であ
る。求める大きさは

ρ =
ε0
ed

|W − ϕs| . (4)

ここでは ρ を大きさとして用いた。原問の M 側 −ρ、S 側 +ρ という記号を符号付き密度と
読めば、W < ϕs のとき ρ の符号が反転する。

[1.3] 板間の引力
一方の板が作る電場は ρ/(2ε0) である。もう一方の板に働く圧力は ρ とこの電場の積だから

F = A
ρ2

2ε0
=

ε0A

2e2d2
|W − ϕs|2 . (5)

圧力の次元は N/m2 で、面積を掛けると力になる。

1



[1.4] 振動する間隔と電流
瞬時の平衡電荷密度は

q(t)

A
=

ε0(W − ϕs)

e[d+ δ sin(Ωt)] ≃
ε0(W − ϕs)

ed

[
1− δ

d
sin(Ωt)

]
(6)

である。符号付き電荷の時間変化から I(t) = dq/dt となり、振幅は

I0 =
ε0AδΩ

ed2
|W − ϕs| . (7)

ここでは δ/d の一次まで残した。

[2.1] 半導体側のバンド曲がり
金属側の静電ポテンシャルを ΦM、半導体の十分内部のものを ΦS とし、同じ基準から測る。
電子の静電エネルギーは −eΦ なので、平衡での電気化学ポテンシャルの一致は

−W − eΦM = −ϕs − eΦS , e(ΦS − ΦM ) = W − ϕs. (8)

界面固有の状態による追加のエネルギー変化を無視する原問の理想接合では、伝導帯端も静電
エネルギーだけシフトする。従って界面と十分内部との伝導帯端の差は

∆s = −e(ΦM − ΦS) = W − ϕs . (9)

これは半導体内部から界面までの伝導帯端の上昇である。EF から界面伝導帯端までの障壁は
∆s + (ϕs − χc) = W − χc。図ではこの二つの差を分けて示し、同じ静電シフトを価電子帯端に
も適用した。図の縦横の長さは縮尺を表さず、異なるエネルギー差の大小比較には用いない。
破線は端点を結ぶ案内で、空乏領域内の詳細な電位分布は原問で定まらない。

エネルギー

x
EF

ϕs − χc

∆s

∆s

伝導帯端 Ec

価電子帯端 Ev

M S

中間の形状は
原問で未指定

[2.2] 熱活性化と整流性
半導体内部のフェルミ準位は伝導帯端より ϕs−χc > 0だけ低い。伝導帯内の状態のエネルギー
を E、フェルミ準位を EF とすると、非縮退近似でその状態の占有因子は exp[−(E−EF )/(kBT )]
である。界面では伝導帯端が ∆s だけ高くなるため、十分内部と同じ伝導帯端からのエネルギ
ーを持つ状態同士の占有因子の比は

exp[−(E +∆s − EF )/(kBT )]

exp[−(E − EF )/(kBT )]
= exp

(
− ∆s

kBT

)
. (10)

従って平衡での界面近傍の伝導電子は少なく、半導体から金属への電子の供給は熱活性化によ
って抑えられる。
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平衡をゼロとする外部からの印加電圧を V = VM − VS とする。印加電圧が主に空乏層にか
かる近似では、静電ポテンシャル差 ΦM −ΦS は平衡値から V だけ変化する。電子の静電エネ
ルギーは −eΦ なので、

∆s(V ) = ∆s(0)− eV. (11)

以下では半導体内部の温度と電子密度を一定とし、障壁を越える熱放出が電流を支配する範囲
を考える。障壁が残り、界面を通過する割合の電圧依存を無視できるとき、S から M への電子
流は平衡時に比べて

exp[−∆s(V )/(kBT )]

exp[−∆s(0)/(kBT )]
= exp

(
eV

kBT

)
(12)

倍となる。一方、M のフェルミ準位と界面の伝導帯端はともに −eΦM だけ動くため、その間
の障壁 W − χc は変わらず、M から S への電子流はほぼ一定である。
平衡では両向きの電子流が釣り合う。M を正にすると S から M への流れが増え、その差と

して正味の電子流が S から M へ生じる。M を負にすると S から M への流れが抑えられ、ほ
ぼ一定の M から S への流れが残る。この非対称な電圧依存によって整流性が生じ、順方向の
通常の電流は電子流と逆の M から S へ流れる。
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物理工学専攻院試解答集
2020 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

[1] 固定端をもつ質点ばね系の固有振動
質点 n の変位を xn(t) とし、固定端の条件を便宜上 x0(t) = xN+1(t) = 0 と書く。質点 n に左
右のばねが及ぼす力は −k(xn − xn−1) と −k(xn − xn+1) なので、

m
d2xn
dt2 = −k(2xn − xn−1 − xn+1), n = 1, . . . , N. (1)

従って、x = (x1, . . . , xN )T に対する行列は

K = k



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . . ...

0 −1 2
. . . 0

... . . . . . . . . . −1
0 · · · 0 −1 2


, m

d2x

dt2 = −Kx. (2)

提案された固有モードの内点成分について、恒等式 sin(q(n−1))+ sin(q(n+1)) = 2 sin(qn) cos q
より

(Kuℓ)n = k
(
2(uℓ)n − (uℓ)n−1 − (uℓ)n+1

)
(3)

= 2k(1− cos qℓ)(uℓ)n. (4)

n = 1, N でも、境界値 (uℓ)0 = (uℓ)N+1 = 0 が sin 0 = 0 および sin(qℓ(N + 1)) = sin(πℓ) = 0 に
対応するため同じ式が成り立つ。したがって

Kuℓ = λℓuℓ, λℓ = 2k(1− cos qℓ), qℓ =
πℓ

N + 1
. (5)

モード ℓ を規格化するには、ℓ を固定して N 個の質点成分の二乗和を求める。sin2 z =
(1− cos 2z)/2 を用い、問題文の和では n = N + 1 の項が 1 であることに注意すると

N∑
n=1

sin2(qℓn) =
N

2
− 1

2

N∑
n=1

cos(2qℓn) (6)

=
N

2
− 1

2
(−1) =

N + 1

2
. (7)

規格化定数を正に選ぶと

(uℓ)n = Nℓ sin(qℓn), Nℓ =

√
2

N + 1
,

N∑
n=1

(uℓ)
2
n = 1. (8)

1



式 (5) の固有値は 0 < qℓ < π で互いに異なる。K は実対称行列なので、異なる固有値に属する
固有ベクトルは直交する。N 次元空間にこのような規格化固有ベクトルが N 個あるため、完
全正規直交基底をなす。
x(t) =

∑N
ℓ=1 αℓ(t)uℓ と展開し、固有基底上でベクトル運動方程式を成分ごとに比較すると

d2αℓ

dt2 = −λℓ

m
αℓ = −ω2

ℓαℓ, ωℓ =

√
2k

m
(1− cos qℓ) = 2

√
k

m
sin qℓ

2
. (9)

最後の形では 0 < qℓ/2 < π/2 なので正の正弦を用いた。分散曲線は 0 < q < π で単調増加し、
二階微分が負なので上に凸である。小さい q では ω ≃

√
k/mq となり、q = π での極限値は

2
√
k/m である。許されるモードは、この曲線上の qℓ = πℓ/(N + 1) に対応する N 個の点であ

る。

q

ω/
√
k/m

0
π/2 π

2

2 sin(q/2)

許容モードの例

図 1: 固定端鎖の分散関係。赤点は N = 5 の許容波数を示す例である。

[2] 外力に対する静的応答
釣り合いでは慣性項が消え、Kx = f となる。固有ベクトルで両辺を展開すると

N∑
ℓ=1

λℓαℓuℓ =
N∑
ℓ=1

βℓuℓ, λℓαℓ = βℓ. (10)

従って αℓ = βℓ/λℓ であり、各モードの変位は外力係数に比例する。その比例係数 1/λℓ は外力
の大きさによらない。各モードの外力係数が βℓ ̸= 0 のとき、設問の応答比はこの比例係数に
等しく

αℓ

βℓ
=

1

λℓ
=

1

mω2
ℓ

. (11)

外力係数がゼロのモードでは変位係数もゼロとなるが、比例係数 1/λℓ は同じである。以下で
は、この外力に依存しない比例係数をモード間で比較する。qℓ は ℓ とともに増加し、1− cos qℓ
も狭義単調増加する。よって λℓ が最小となるのは ℓ = 1 だけであり、応答比の最大値は

max
1≤ℓ≤N

1

λℓ
=

1

4k sin2

(
π

2(N + 1)

) (12)

≃ (N + 1)2

π2k
(N ≫ 1), (13)

である。近似では sin z ≃ z を用いた。

[3] 各質点に加えた調和ポテンシャル
追加ポテンシャル 1

2k0x
2
n は質点 n に復元力 −k0xn を加える。したがって運動方程式の剛性行

列は
K0 = K + k0I. (14)

2



単位行列は全てのベクトルを同じ向きのまま保つため、固有ベクトルは uℓ のままで、固有値
だけが k0 増える。

λℓ,0 = 2k(1− cos qℓ) + k0 = 4k sin2 qℓ
2
+ k0, ωℓ =

√
4k sin2(qℓ/2) + k0

m
. (15)

この式は k0 と k が同じ単位（力/長さ）であることとも整合する。有限の N では最小値は
ℓ = 1 であり、q1 = π/(N + 1) → 0 より

lim
N→∞

min
1≤ℓ≤N

ωℓ =

√
k0
m

. (16)

図 2は例として k0 = k とした曲線を描く。一般には縦軸を √
k/m で規格化した式

ω/
√
k/m =

√
4 sin2(q/2) + k0/k に従い、q = 0 での縦軸切片は √

k0/k となる。従って正
の k0 があると、長波長極限にも有限のギャップが残る。

q

ω/
√
k/m

π/2 π

1

√
5 k0 = k

許容モードの例

図 2: k0 = k の場合の分散関係。赤点は N = 5 の許容波数を示す例である。
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物理工学専攻院試解答集
2020 年度物理学第 2 問

政岡凜太郎

[1] 平面波とマクスウェル方程式
共通因子 exp{i(k · r − ωt)} を省略すると、空間微分は ik、時間微分は −iω を掛けることに対
応する。したがって

k ×E0 = ωB0, k ×H0 = −ωD0. (1)

ここで B0 = µ0H0, D0 = ε̃E0 である。第 1 式の両辺に左から k× を作用させ、第 2 式を用い
ると

k × (k ×E0) = ωk ×B0 (2)
= ωµ0k ×H0 = −ω2µ0ε̃E0. (3)

よって
k × (k ×E0) + ω2µ0ε̃E0 = 0. (4)

[2] 行列表示
恒等式 a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) により、式(4)の左辺は [kkT − |k|2I + ω2µ0ε̃]E0 である。
したがって

X̃ =

ω2µ0ε1 − k2y − k2z kxky kxkz
kxky ω2µ0ε1 − k2x − k2z kykz
kxkz kykz ω2µ0ε2 − k2x − k2y

 , X̃E0 = 0. (5)

[3] 2 つの波数
k = (0, k sin θ, k cos θ)T を代入すると、

X̃ =

ω2µ0ε1 − k2 0 0
0 ω2µ0ε1 − k2 cos2 θ k2 sin θ cos θ
0 k2 sin θ cos θ ω2µ0ε2 − k2 sin2 θ

 . (6)

非零の E0 があるためには行列式がゼロである。式(6)の行列式は、1 つの成分と yz ブロック
の行列式に分かれる。前者から

ω2µ0ε1 − k2 = 0 =⇒ k1 = ω
√
µ0ε1. (7)

後者は

(ω2µ0ε1 − k2 cos2 θ)(ω2µ0ε2 − k2 sin2 θ)− k4 sin2 θ cos2 θ (8)
= ω4µ2

0ε1ε2 − k2ω2µ0(ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ) = 0. (9)

1



k > 0 より
k2 = ω

√
µ0ε1ε2

ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ
. (10)

ε1 > ε2 > 0 と 0 < θ < π/2 のもとでは 2 つの波数は正で、互いに異なる。

[4] 各波数に対する電場
k = k1 では第 1 成分の係数がゼロとなり、X̃ の核は x 方向に向く。|E0| = E0 とする規格化
解は

E0 = E0

1
0
0

 . (11)

一方 k = k2 では yz ブロックが特異となる。その第 1 行 X̃yyEy + X̃yzEz = 0 に式(10)を代入
し、k22 sin θ で割って ε2 を掛けると ε1 sin θ Ey + ε2 cos θ Ez = 0 となる。したがって Ez/Ey =
−(ε1/ε2) tan θ である。k1 ̸= k2 なので Ex = 0 となり、核のベクトルは (0, ε2 cos θ,−ε1 sin θ)T

に比例する。従って

E0 =
E0√

ε21 sin2 θ + ε22 cos2 θ

 0
ε2 cos θ
−ε1 sin θ

 . (12)

分母はこのベクトルのユークリッド長なので、いずれも指定された大きさをもつ。

[5] x 偏光のエネルギー流
式(1)から磁場振幅は

H0 =
k ×E0

ωµ0
. (13)

と定まる。複素振幅に対する時間平均ポインティングベクトルは ⟨S⟩ = 1
2 Re(E0 ×H∗

0) であ
る。各固有偏光は線形偏光なので、実数の偏光ベクトルを代表として方向を調べればよい。一
般に

E0 × (k ×E0) = |E0|2k − (E0 · k)E0. (14)

式(11)では E0 · k = 0 であるから、⟨S⟩ は k と平行である。この偏光は k = k1 に対応し、波数
ベクトルも光線の進行方向も側面 A の法線方向のままなので、入射後に向きを変えない。

[6] yz 偏光のエネルギー流
式(12)を k と外積すると

k ×E0 = −kE0(ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ)√
ε21 sin2 θ + ε22 cos2 θ

1
0
0

 . (15)

よって磁場は x 成分だけをもち、式(13)から ⟨S⟩ の向きは

⟨S⟩ ∥

 0
ε1 sin θ
ε2 cos θ

 . (16)
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このベクトルが z 軸となす角を θ + α とする。両成分は正なので角は第 1 象限にあり、

tan(θ + α) =
ε1 sin θ

ε2 cos θ =
ε1
ε2

tan θ. (17)

tanα = tan[(θ + α)− θ] の公式を用いると

tanα =
tan(θ + α)− tan θ

1 + tan(θ + α) tan θ
(18)

=
(ε1/ε2 − 1) tan θ

1 + (ε1/ε2) tan2 θ
(19)

=
(ε1 − ε2) sin θ cos θ
ε2 cos2 θ + ε1 sin2 θ

> 0. (20)

したがってこの枝ではエネルギー流が波数方向から +y 側へ α だけ傾く。

[7] 紙の文字に生じる二重像
側面 A の反対側から、その法線方向に紙の文字を見る場合を考える。側面 A から反対面まで
の法線方向の距離を d とする。紙上の同じ点を出た光のうち、x 偏光の光線は法線に沿って進
む。yz 偏光のエネルギー流は結晶内で法線から α > 0 だけ傾くため、出射点は側面 A に平行
な yz 面内方向へ d tanα だけずれる。この向きは +y 成分をもち、図 1では下向きである。
二つの出射面は平行であり、界面で波数の接線成分が保存される。結晶内の波数は法線方向
だから、出射後の波数も法線方向となる。空気中では光線もこの方向に進む。出射光線を紙面
までまっすぐ逆延長すると、x 偏光の光線は元の点に戻り、yz 偏光の光線はそこから図の下向
きに d tanα だけずれた位置に達する。従って、紙面に投影した見かけの位置が偏光によって
異なり、文字の「Q」は上下にずれた二つの像として見える。

側面 A
結晶

k
x 偏光: ⟨S⟩ ∥ k

yz 偏光: ⟨S⟩

z

+x

z

+y

θ

α d tanα

d

紙上の点 Q

観察方向
正面から見た相対位置

Q
Q

x 偏光
yz 偏光

Exit face

図 1: 紙上の同じ点から出た二つの光線。赤い破線は出射光線の逆延長を示し、紙面との交点
は元の点より下にある。x 偏光の逆延長は元の点を通る。右の文字は正面から見た二つの像の
相対位置を示し、実際の像面の位置は表していない。
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物理工学専攻院試解答集
2020 年度物理学第 3 問

政岡凜太郎

[1] 単原子理想気体の分配関数
古典気体では、N 個の同種粒子の分配関数は位相空間積分を N !(2πh̄)3N で割ったものである。
運動量を pj = (pjx, pjy, pjz) とすると、

Z(g)(V, β,N) =
1

N !(2πh̄)3N

∫
V N

d3Nr

∫
R3N

d3Np exp

−β

N∑
j=1

p2
j

2m

 (1)

=
V N

N !(2πh̄)3N

(∫ ∞

−∞
exp

(
−βp2

2m

)
dp

)3N

(2)

=
V N

N !(2πh̄)3N

(
2πm

β

)3N/2

(3)

=
V N

N !

(
m

2πh̄2β

)3N/2

. (4)

ここで 1 成分ごとのガウス積分 ∫∞
−∞ e−ap2dp =

√
π/a を用いた。

[2] 気体の大分配関数

z(β, µ) = eβµ
(

m

2πh̄2β

)3/2

(5)

とおけば、式(4)より

Z
(g)
G (V, β, µ) =

∞∑
N=0

[V z(β, µ)]N

N !
(6)

= exp
[
V eβµ

(
m

2πh̄2β

)3/2
]
. (7)

これは指数関数の級数展開そのものである。

[3] 圧力
式(7)を問題で与えられた式に代入すると

P (β, µ) =
1

β

∂

∂V
logZ(g)

G (V, β, µ) (8)

=
eβµ

β

(
m

2πh̄2β

)3/2

= eβµ
(

m

2πh̄2

)3/2

β−5/2. (9)

1



[4] 1 サイトの大分配関数
大分配重みは e−β(E−µN) である。空サイトは (E,N) = (0, 0) なので重みは 1、吸着状態は
(E,N) = (−ϵ, 1) なので重みは eβ(ϵ+µ) となる。従って

ξ
(a)
G = 1 + eβ(ϵ+µ). (10)

[5] 吸着原子密度
サイトは独立なので全体の大分配関数は Z

(a)
G = (ξ

(a)
G )Na である。大分配関数の化学ポテンシャ

ル微分から平均粒子数を求めると

na =
1

Naβ

∂

∂µ
logZ(a)

G (11)

=
1

β

∂

∂µ
log

(
1 + eβ(ϵ+µ)

)
(12)

=
eβ(ϵ+µ)

1 + eβ(ϵ+µ)
=

1

1 + e−β(ϵ+µ)
. (13)

この値は 1 サイトあたりの平均占有数なので、0 < na < 1 である。

[6] 圧力と温度による表示
式(9)から

e−βµ =
1

P

(
m

2πh̄2

)3/2

β−5/2. (14)

これを式(13)に代入し、β = 1/(kBT ) とすれば

na(P, T ) =
1

1 +
1

P

(
m

2πh̄2

)3/2

(kBT )
5/2e−ϵ/(kBT )

(15)

=
P

P + P∗(T )
, (16)

P∗(T ) =

(
m

2πh̄2

)3/2

(kBT )
5/2e−ϵ/(kBT ). (17)

P∗(T ) は、密度を 1/2 にする圧力の尺度である。

[7] 圧力・温度依存性
温度一定では P∗(T ) は定数だから、na = P/[P + P∗(T )] は圧力とともに単調増加する。P → 0
で 0、P → ∞ で 1 に近づく。
温度依存性は P∗(T ) の変化で決まる。その対数微分は

d
dT logP∗(T ) =

5

2T
+

ϵ

kBT 2
> 0, T > 0. (18)

従って一定圧力では P∗(T ) が厳密に増加し、na は厳密に減少する。T → 0+ では P∗(T ) → 0
なので na → 1、T → ∞ では P∗(T ) → ∞ なので na → 0 である。図では T∗ = ϵ/kB および
Pref = P∗(T∗) を基準に取る。式(17)より Pref = (m/(2πh̄2))3/2ϵ5/2e−1 である。左図は T = T∗、
右図は P = Pref の例である。
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P/Pref

na

1

1/2

T = T∗

T/T∗

na

1

1/2

P = Pref

図 1: 吸着密度の圧力・温度依存性。左では T = T∗、右では P = Pref を固定した。
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物理工学専攻院試解答集
2020 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

[1] ハミルトニアン
各方向の運動は一次元調和振動子である。定義された昇降演算子について

p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2 = h̄ω

(
â†xâx +

1

2

)
,

p̂2y
2m

+
1

2
mω2ŷ2 = h̄ω

(
â†yây +

1

2

)
.

従って全ハミルトニアンは
Ĥ = h̄ω

(
â†xâx + â†yây + 1

)
. (1)

[2] エネルギーと縮退度
直積状態 |nx, ny⟩ では各数演算子の固有値が nx, ny なので、

Enx,ny = h̄ω(nx + ny + 1), nx, ny = 0, 1, 2, . . . . (2)

低い方から N 番目の準位は nx + ny = N − 1 に対応する。非負整数解は (nx, ny) = (0, N −
1), (1, N − 2), . . . , (N − 1, 0) の N 通りであり、

EN = Nh̄ω, gN = N (N = 1, 2, 3, . . .). (3)

[3] 角運動量と保存
昇降演算子の定義を足し引きすると

x̂ =

√
h̄

2mω
(âx + â†x), p̂x = i

√
mh̄ω

2
(â†x − âx),

であり、y 成分も同様である。直交する方向の演算子は互いに可換なので、
l̂z = x̂p̂y − ŷp̂x (4)

= ih̄(â†yâx − â†xây). (5)

[âj , â
†
j ] = 1 と異なる方向間の可換性から

[â†xâx, â
†
yâx] = −â†yâx, [â†yây, â

†
yâx] = â†yâx, (6)

[â†xâx, â
†
xây] = â†xây, [â†yây, â

†
xây] = −â†xây. (7)

それぞれの和はゼロとなるため、式(1)より
[Ĥ, l̂z] = 0. (8)

従って l̂z は時間に依らない保存量である。

1



[4] 交換関係による固有値の移動
仮定された交換関係を |lz⟩ に作用させると

l̂zÂ|lz⟩ = ([l̂z, Â] + Âl̂z)|lz⟩ (9)
= (α+ lz)Â|lz⟩. (10)

したがって Â|lz⟩ ̸= 0 ならば、これは固有値 lz + α をもつ l̂z の固有状態である。

[5] 角運動量を一単位ずつ上げ下げする演算子
式(5)から

[l̂z, â
†
x] = ih̄â†y, [l̂z, â

†
y] = −ih̄â†x. (11)

よって b̂† = Câ†x +Dâ†y が [l̂z, b̂
†] = αb̂† を満たす条件は

−ih̄D = αC, ih̄C = αD. (12)

非自明解では α2 = h̄2 である。α = +h̄ なら D = iC、α = −h̄ なら D = −iC となる。C ≥ 0
と |C|2 + |D|2 = 1 を用いると、二組は

b̂†1 =
1√
2
(â†x + iâ†y), b̂1 =

1√
2
(âx − iây), α1 = +h̄, (13)

b̂†2 =
1√
2
(â†x − iâ†y), b̂2 =

1√
2
(âx + iây), α2 = −h̄. (14)

[6] 円偏光型演算子の交換関係
異なる Cartesian 方向間の交換子はゼロであるから、上の定義を展開して

[b̂1, b̂
†
1] =

1
2

(
[âx, â

†
x] + (−i)i[ây, â

†
y]
)
= 1, (15)

[b̂1, b̂
†
2] =

1
2

(
[âx, â

†
x] + (−i)(−i)[ây, â

†
y]
)
= 0. (16)

同様にもう一つの対角交換子は 1 で、混合交換子の共役も 0 である。従って

[b̂1, b̂
†
1] = 1, [b̂2, b̂

†
2] = 1, [b̂1, b̂

†
2] = 0, [b̂2, b̂

†
1] = 0. (17)

従って b̂1, b̂2 は互いに独立な二つのボース昇降演算子である。

[7] 円偏光型演算子での表示
逆変換は

âx =
b̂1 + b̂2√

2
, ây =

i(b̂1 − b̂2)√
2

である。これを式(1), (5)に代入すると、整理前の積は

â†xâx + â†yây =
1

2

[
(b̂†1 + b̂†2)(b̂1 + b̂2) + (b̂†1 − b̂†2)(b̂1 − b̂2)

]
, (18)

l̂z =
h̄

2

[
(b̂†1 − b̂†2)(b̂1 + b̂2) + (b̂†1 + b̂†2)(b̂1 − b̂2)

]
. (19)
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いずれも括弧を展開すると、b̂†1b̂2 と b̂†2b̂1 の交差項がそれぞれ相殺する。従って

Ĥ = h̄ω(b̂†1b̂1 + b̂†2b̂2 + 1), (20)
l̂z = h̄(b̂†1b̂1 − b̂†2b̂2). (21)

元の直積真空 |0, 0⟩ は âx, ây に消されるので、上の定義から b̂1|0, 0⟩ = b̂2|0, 0⟩ = 0 である。交換
関係を用いて (b̂†1)

n1(b̂†2)
n2 |0, 0⟩ を作ると、b̂†j b̂j の固有値はそれぞれ nj = 0, 1, 2, . . . となる。同

じ状態に式(21)の二つの演算子を作用させれば、エネルギーと角運動量が同時に対角化される。

[8] 第 N 準位の角運動量
式(21)から第 N 準位では n1+n2 = N − 1 であり、lz = h̄(n1−n2) となる。n1 = 0, 1, . . . , N − 1
を順に選ぶと

lz = h̄
(
−(N − 1),−(N − 3), . . . , N − 3, N − 1

)
, (22)

すなわち同じ集合を大きい順に書けば

lz = h̄(N − 1), h̄(N − 3), . . . , −h̄(N − 1) . (23)

値は N 個で、隣り合う値の差は 2h̄ である。例えば基底準位 N = 1 では lz = 0 だけとなり、
エネルギーと縮退度の結果にも一致する。

[9] スピン軌道相互作用
σz = s = ±1 は l̂z と可換であるため、状態 |n1, n2; s⟩ は全ハミルトニアンの固有状態である。
固有エネルギーは

En1,n2,s = h̄ω(n1 + n2 + 1) + λh̄s(n1 − n2) , n1, n2 = 0, 1, 2, . . . , s = ±1. (24)

この表示は各量子数に対する準位を与える。λ の値や符号によって準位の順序や縮退の一部が
変わりうるため、ここでは特定の順序は仮定しない。
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物理工学専攻院試解答集
2021 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

[1] 時間発展演算子
時間に依らない Ĥ に対し、シュレーディンガー方程式の形式解は

Û(t− t0) = exp
[
− i

h̄
Ĥ(t− t0)

]
. (1)

指数中は無次元であり、Û(0) = Î を満たす。Ĥ は時間に依存しないので、時間順序積は必要
ない。

[2] ユニタリー性
Ĥ† = Ĥ より

Û(t− t0)
† = exp

[
+
i

h̄
Ĥ(t− t0)

]
.

指数の中身は同じ演算子のスカラー倍なので互いに可換であり、

Û †Û = exp
[
+
i

h̄
Ĥ(t− t0)

]
exp
[
− i

h̄
Ĥ(t− t0)

]
= Î . (2)

従って Û はユニタリーである。

[3] 状態ベクトルの内積
時間発展した状態について

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ0|Û(t− t0)
†Û(t− t0)|ψ0⟩ (3)

= ⟨ψ0|Î|ψ0⟩ = ⟨ψ0|ψ0⟩, (4)

となり、ノルムは保存される。

[4] z 軸周りの発展
Ĥ = aσ̂z なので、σ̂z の固有値 +1,−1 に対応して時間発展演算子は

Û(τ) =

(
e−iaτ/h̄ 0

0 eiaτ/h̄

)
. (5)

1



[5] 位相シフト
一つの選択として

Ĥ =

(
0 0

0 −h̄ϕ/τ

)
(6)

とすれば、exp(−iĤτ/h̄) = diag(1, eiϕ) = Ûϕ となる。cÎ2 を加えると時間発展全体に e−icτ/h̄ が
掛かるため、絶対位相を無視する場合にはそのようなハミルトニアンも同じ相対位相を実現す
る。

[6] NOT ゲート
パウリ行列は σ̂2x = Î2 を満たす。この関係で指数級数を偶数次と奇数次に分けると、任意の実
数 x について

eixσ̂x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
Î2 + i

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
σ̂x = cosx Î2 + i sinx σ̂x (7)

となる。従って
Ĥ =

πh̄

2τ
(Î2 − σ̂x) =

πh̄

2τ

(
1 −1
−1 1

)
(8)

とすると

Û(τ) = e−iπ(Î2−σ̂x)/2 = e−iπ/2eiπσ̂x/2 = (−i)(iσ̂x) = σ̂x. (9)

[7] 任意方向のパウリ演算子
n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), N̂ = n · σ̂

とおく。|n| = 1 であり、パウリの積 σ̂j σ̂k = δjk Î2 + i
∑

l ϵjklσ̂l の反対称項は njnk と縮約する
と消える。よって N̂2 = Î2 である。c = cos(aτ/h̄)、s = sin(aτ/h̄) とこの節で略記する。N̂ と
Î2 は可換で、[6] と同じ偶奇分離を N̂ に適用すると

Û(τ) = e−ibτ/h̄e−iaτN̂/h̄ (10)

= e−ibτ/h̄
[
cos
(aτ
h̄

)
Î2 − i sin

(aτ
h̄

)
N̂
]

(11)

= e−ibτ/h̄

(
c− is cos θ −is sin θe−iϕ

−is sin θeiϕ c+ is cos θ

)
, (12)

[8] アダマールゲート
与えられた ÛH はエルミートかつ Û2

H = Î2 である。従って

Ĥ =
πh̄

2τ
(Î2 − ÛH) =

πh̄

2
√
2τ

(√
2− 1 −1

−1
√
2 + 1

)
(13)

と選べば、exp[−iĤτ/h̄] = ÛH である。

2



[9] 制御位相シフト
計算基底の順を (|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩) とする。対角ハミルトニアン

Ĥ = diag
(
0, 0, 0,− h̄ϕ

τ

)
(14)

を用いると exp(−iĤτ/h̄) = diag(1, 1, 1, eiϕ) となり、指定された ÛC−ϕ を得る。

[10] 制御 NOT

指定された ÛCNOT はエルミートで、Û2
CNOT = Î4 である。従って

Ĥ =
πh̄

2τ
(Î4 − ÛCNOT) =

πh̄

2τ


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

 (15)

とすれば exp(−iĤτ/h̄) = ÛCNOT となる。
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物理工学専攻院試解答集
2021 年度物理学第 2 問

政岡凜太郎

[1] 次元の確認
密度 ρ の次元は ML−3、体積の次元は L3、加速度の次元は LT−2 である。従って運動方程式の
左辺は力の次元

[ρ∆V ∂2
t u] = (ML−3)L3(LT−2) = MLT−2.

F は単位体積当たりの力なので [F ] = ML−2T−2 であり、[F∆V ] = MLT−2 となる。両辺の次
元は一致する。

[2] 下面に働く力
上面と下面が接する媒質の微小面に働く力は、作用・反作用により等しい大きさで逆向きであ
る。上面の外向き法線は +x3 方向で、その応力ベクトルが p(3)(x′, t) である。従って隣接する
体積素が共有面を通じて下面に及ぼす応力ベクトルは

−p(3)(x′′, t). (1)

この符号は、面の法線を反転したことに対応する。

[3] 面応力の合力
xk に垂直な正側の面と負側の面が x1 方向に及ぼす力の差は[

p
(k)
1

(
x+

∆xk
2

ek, t

)
− p

(k)
1

(
x− ∆xk

2
ek, t

)]
∆Ak, ∆Ak =

∏
r ̸=k

∆xr.

微小量の一次まで Taylor 展開すると、これは ∂p
(k)
1 /∂xk ∆xk∆Ak である。∆xk∆Ak = ∆V だか

ら、k = 1, 2, 3 の三対の面を足し、体積で割ると

F1(x, t) =
3∑

k=1

∂p
(k)
1 (x, t)

∂xk
. (2)
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[4] 等方弾性体の運動方程式
Fj =

∑
k ∂kp

(k)
j と構成式を用いると

Fj =
1

2

∑
k,m,n

cjkmn∂k(∂num + ∂mun) (3)

=
λ

2

∑
k,m,n

δjkδmn∂k(∂num + ∂mun) (4)

+
µ

2

∑
k,m,n

(δjmδkn + δjnδkm)∂k(∂num + ∂mun). (5)

各 Kronecker の縮約を行う。λ 項では δjkδmn が k = j,m = n を選び、λ∂j
∑

m ∂mum となる。二
つの µ 項はそれぞれ

µ

2

∑
k

(∂2
kuj + ∂k∂juk) (6)

となるため、合わせて µ∇2uj + µ∂j(∇ · u) を与える。従って

ρ
∂2u

∂t2
= µ∇2u+ (λ+ µ)∇(∇ · u), A = λ+ µ . (7)

[5] 縦波・横波の位相速度
縦波の平面波 u = u0e

i(k·x−ωt) では u0 ∥ k なので ∇2u = −k2u と ∇(∇ ·u) = −k2u である。運
動方程式から

ρω2 = (λ+ 2µ)k2, vl =

√
λ+ 2µ

ρ
.

横波では k · u0 = 0 で発散項が消えるため

ρω2 = µk2, vt =

√
µ

ρ
.

[6] 横波のみの反射
構成式を表面法線 x2 について縮約すると

p
(2)
1 = µ(∂2u1 + ∂1u2), p

(2)
2 = λ∇ · u+ 2µ∂2u2 (8)

である。入射波と反射波の境界上の位相をそれぞれ f = ei(kt sinαtx1−ωtt)、f ′ = ei(k
′
t sinα′

tx1−ω′
tt) と

書く。横波の偏極ベクトルと波数ベクトルを代入すると

p
(2)
1 = −iµ

[
kt cos(2αt)utf+k′t cos(2α′

t)u
′
tf

′], p
(2)
2 = 2iµ

[
kt sinαt cosαt utf−k′t sinα′

t cosα′
t u

′
tf

′].
(9)

任意の x1, t で非零の応力成分同士が相殺するには、両者の周波数と接線波数が等しくなければ
ならない。αt = π/4 で p

(2)
1 の係数が消える場合も、p

(2)
2 の係数は非零である。境界 x2 = 0 上

の位相は、位置 x1 と時刻 t に依存する因子 ei(qx1−ωt) で決まる。時間に依らない平面境界では、
入射波と反射波の周波数が等しく、境界上の接線方向波数も等しい。従って

ω′
t = ωt, k′t sinα′

t = kt sinαt. (10)
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同じ媒質中の横波であるから k′t = ω′
t/vt = kt であり、角度範囲から

α′
t = αt, ω′

t = ωt, k′
t = kt(sinαt,− cosαt)

T . (11)

これは自由表面の全境界条件に対する位相整合である。p(2)1 だけを見るとその横波成分は cos 2αt

に比例するため、αt = π/4 ではこの応力成分が位相整合の情報を持たない。この場合は、同じ
く自由端条件に含まれる p

(2)
2 = 0 が非零の成分を与え、式(10)を課す。

[7] 横波だけで反射する角度
以下、式(10)により境界上で共通の位相因子をくくる。横波の発散はゼロであり、二つの表面応
力成分は

p
(2)
1 = −iµkt cos(2αt)(ut + u′t), (12)

p
(2)
2 = 2iµkt sinαt cosαt(ut − u′t). (13)

角度が αt = 0 のとき、式(13)は自動的にゼロであり、式(12)を満たす反射振幅は

u′t = −ut (αt = 0) . (14)

この法線入射枝を、式(13)を因子で割るときに落としてはならない。
一方、0 < αt < π/2 では式(13)から u′t = ut。これを p

(2)
1 = 0 に代入すると cos 2αt = 0 なので

αt =
π

4
(0 < αt < π/2) . (15)

従って問題の範囲における全ての入射角は 0 と π/4 である。

x1

自由表面 x2 = 0

x2

入射横波 kt 反射横波 k′
t

反射縦波 k′
l

αt

α′
t

α′
l

媒質

図 1: 自由表面での入射横波と、媒質内へ進む反射横波・縦波。λ = µ、αt = 30◦、α′
l = 60◦ の伝

搬波の例。波数ベクトルの長さと接線成分は各波の速度と位相整合条件に合わせた。角度は表
面の法線から測る。

[8] 接線方向波数の一致
境界 x2 = 0 で応力を評価すると、各波の位相因子は ei(kxx1−ωt) となる。自由表面の二つの応力
条件が任意の x1, t で成り立つには、非零の反射応力が入射波と同じ時間周波数・接線方向波数
を持つ必要がある。縦波では変位振幅は波数ベクトルに比例するので、比例係数を Al ̸= 0 とし
て u′

l0 = Alk
′
l と書く。構成式から境界上の縦波応力は(

p
(2)
1,l

p
(2)
2,l

)
= iAl

(
2µk′l,1k

′
l,2

λ{(k′l,1)2 + (k′l,2)
2}+ 2µ(k′l,2)

2

)
ei(k

′
l,1x1−ω′

lt).
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縦波の分散関係は (k′l,1)
2 + (k′l,2)

2 = (ω′
l/vl)

2 である。λ, µ > 0 のもとで二つの応力係数が同時に
零にはならない。実際、第 1 係数が零なら波数成分の一方が零となり、非零周波数の分散関係
から第 2 係数は非零である。この議論は法線成分が複素数の場合も成り立ち、二乗には複素共
役を取らない。従って、位相整合条件は

ω′
l = ωt ≡ ω, k′l,1 = kt sinαt ≡ q.

実際に媒質内へ伝搬する縦波では k′l = ω/vl であり、k′
l = k′l(sinα′

l,− cosα′
l)

T と書けるので、

kt sinαt = k′l sinα′
l . (16)

これは境界に平行な並進対称性から生じる位相整合条件である。実数の反射角が存在する範囲
は

sinα′
l =

vl
vt

sinαt ≤ 1, sinαt ≤
vt
vl

=

√
µ

λ+ 2µ
.

等号では縦波は表面に平行に伝搬する限界となる。これを超える入射角では、法線波数は分散
関係から虚数となる。媒質が x2 < 0 にあることから、内部へ減衰する枝は

k′l,2 = −i
√
q2 − (ω/vl)2, eik

′
l,2x2 = e

√
q2−(ω/vl)2 x2 .

この場合は実反射角の射線表示を使えないが、接線成分 k′l,1 = q の整合は保たれる。図 1は伝搬
縦波が存在する範囲の例である。この内部減衰は入射横波に伴う散乱場の縦波成分である。原
問は表面に局在する波の励起を除くが、その除外を散乱に伴う内部減衰成分にも適用すると、一
般の超臨界角で自由表面条件を満たせない。ここでは必要な減衰縦波成分を残し、独立した表
面固有波の励起は扱わない。
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物理工学専攻院試解答集
2021 年度物理学第 3 問

政岡凜太郎

[1.1] 箱中の運動量状態数
周期境界条件では各運動量成分が pj = 2πh̄nj/L と量子化される。運動量空間の 1 状態当たり
の体積は (2πh̄/L)3 だから、単位体積当たり

gp =

(
L

2πh̄

)3

(1)

個の状態がある。粒子のスピン自由度は数えない。

[1.2] 三次元箱の状態密度
運動量の大きさが p から p+ dp の殻の体積は 4πp2dp であり、ϵ = p2/(2m) より dp/dϵ = m/p
である。従って

D3(ϵ)dϵ = 4πp2
dp

dϵ
dϵ

(
L

2πh̄

)3

, (2)

D3(ϵ) =
L3

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

ϵ1/2. (3)

[1.3] 三次元箱の臨界温度
各 ϵ > 0 の Bose 占有数は µ を 0 へ近づけるほど増える。凝縮直前は µ → 0− であり、連続近
似で励起状態の最大粒子数は

Nmax
ex (T ) =

∫ ∞

0

D3(ϵ)

eϵ/T − 1
dϵ (4)

=
L3

4π2

(
2m

h̄2

)3/2

T 3/2

∫ ∞

0

x1/2

ex − 1
dx (5)

= L3

(
mT

2πh̄2

)3/2

ζ

(
3

2

)
. (6)

これが N に達する温度が臨界温度である。したがって

Tc =
2πh̄2

m

[
N

L3ζ(3/2)

]2/3
. (7)

積分は ϵ → 0 で ϵ−1/2 に比例して可積分である。
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[1.4] 三次元箱の凝縮粒子数
離散的な基底状態の占有数は N0 = (e−µ/T − 1)−1 である。N0 が巨視的になると µ → 0− とな
り、連続近似で数える励起状態は µ = 0 での最大数を占める。従って N = N0 +Nmax

ex (T ) であ
り、T < Tc では励起粒子数は Nex(T ) = N(T/Tc)

3/2 であり、残りが基底状態に入るので

N0 = N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]
. (8)

[1.5] 二次元一様系
二次元箱では運動量空間の円環 2πp dp と dp/dϵ = m/p の積により、状態密度はエネルギーに
依らない定数 D2 = mL2/(2πh̄2) となる。µ < 0 に対して

Nex = D2

∫ ∞

0

dϵ

e(ϵ−µ)/T − 1
(9)

= −D2T log(1− eµ/T ). (10)

µ → 0− でこの数は対数発散する。従って有限温度で全粒子を収容する最大励起粒子数が有限
にならず、この理想一様二次元系では有限温度の凝縮は起こらない。

[2.1] 二次元調和トラップの状態密度
エネルギー ϵ = nh̄ω の縮退度は n + 1 である。エネルギーが ϵ 以下の状態数は、大きな
n = ϵ/(h̄ω) について

Nst(ϵ) =
n∑

j=0

(j + 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
=

ϵ2

2(h̄ω)2
+O

( ϵ

h̄ω

)
. (11)

そのエネルギー微分の最高次項は
Dtr(ϵ) =

ϵ

(h̄ω)2
. (12)

[2.2] トラップ中の臨界温度
臨界点では化学ポテンシャルは基底エネルギー 0 に達する。h̄ω ≪ Tc の連続近似で基底状態を
別に扱い、励起状態数の主要項を積分すると、全粒子数は

N =

∫ ∞

0

Dtr(ϵ)

eϵ/Tc − 1
dϵ (13)

=

(
Tc

h̄ω

)2 ∫ ∞

0

x

ex − 1
dx =

π2

6

(
Tc

h̄ω

)2

. (14)

よって
Tc =

√
6

π
h̄ω

√
N . (15)
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[2.3] 有限な臨界温度を保つ極限
与えられたポテンシャルは V = V0(x

2 + y2)/L2
0 であり、調和振動子形 mω2(x2 + y2)/2 と係数

を比べると
ω =

1

L0

√
2V0

m
. (16)

V0 を固定すると Tc ∝
√
N/L0 である。N → ∞ でも Tc が有限かつ非零に保たれる条件は

L0 ∝ N1/2 . (17)

[2.4] トラップ中の凝縮粒子数
臨界以下では励起粒子数は Nex(T ) = N(T/Tc)

2 なので

N0 = N

[
1−

(
T

Tc

)2
]
. (18)
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物理工学専攻院試解答集
2021 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

[1] 静的な双極子ポテンシャル
点 1,2 の位置は z = ±l/2 なので、r± = (r2 ∓ rl cos θ + l2/4)1/2 である。l/r の一次まで

1

r+
− 1

r−
=

l cos θ
r2

+O(l3/r4).

従って ql = α0E0 を用いれば
φ =

α0E0 cos θ
4πε0r2

, C = 0, D = 1 .

[2] 遅延ポテンシャル
τ = t− r/c とおくと、r± ≃ r ∓ (l/2) cos θ より

q(t− r±/c)l = α0E0 cos
(
ω0τ ± ω0l cos θ

2c

)
≃ α0E0

[
cos(ω0τ)∓

ω0l cos θ
2c

sin(ω0τ)

]
.

また 1/r± ≃ r−1 ± l cos θ/(2r2). 代入すると

φ =
α0E0 cos θ

4πε0

[
−ω0

cr
sin(ω0τ) +

1

r2
cos(ω0τ)

]
,

ゆえに
F = −ω0

c
sin(ω0τ), G = cos(ω0τ) .

[3] ベクトルポテンシャル
ez = cos θer − sin θeθ かつ ṗ(τ) = −α0E0ω0 sin(ω0τ) より

A = −α0E0ω0

4πε0c2r
sin(ω0τ)(cos θer − sin θeθ) .

[4] スカラーポテンシャルの勾配
放射場の次数だけを保つ。遅延時刻 τ = t− r/c を用いると、例えば

∂r
sin(ω0τ)

r
= −ω0 cos(ω0τ)

cr
− sin(ω0τ)

r2
(1)

であり、遅延引数の微分から 1/r 項が生じる。角度微分は 1/r2 にとどまる。

∇φ =
α0E0ω

2
0

4πε0c2r
cos θ cos(ω0τ)er +O(r−2) .

1



[5] 放射電場と磁束密度
時間微分は ∂tA = −α0E0ω

2
0 cos(ω0τ)(cos θer − sin θeθ)/(4πε0c

2r). その動径成分は −∇φ の動
径成分と相殺し、

E = −α0E0ω
2
0

4πε0c2r
sin θ cos(ω0τ)eθ , B = −α0E0ω

2
0

4πε0c3r
sin θ cos(ω0τ)eϕ .

磁場の方位角成分は Bϕ = r−1{∂r(rAθ)−∂θAr}である。∂rτ = −1/cにより第 1項から上の 1/r
項が生じ、第 2 項は O(r−2) である。従って Bϕ = Eθ/c。両場は動径方向に直交し、E ·B = 0。

[6] ポインティングベクトルと角度分布
eθ × eϕ = er なので、瞬時値は

S =
(α0E0ω

2
0)

2

16π2ε0c3r2
sin2 θ cos2(ω0τ)er .

従って距離依存は r−2、方位角 ϕ に依らない。時間平均した角度分布は ⟨|S|⟩ ∝ sin2 θ で、
θ = 0, π で零、θ = π/2 で最大となる。下図は距離 r を固定した時間平均の角度分布である。左
は θ 依存性、右は θ = π/2 に固定した ϕ 依存性を示す。瞬時値にも同じ角度因子があり、時刻
による変化は cos2(ω0τ) による。

θ

⟨|S|⟩/⟨|S|⟩max

0 π/2 π
ϕ

⟨|S|⟩/⟨|S|⟩max

0 π 2π

1

θ = π/2

[7] 変調された分極率と側帯波
[2] の同じ一次展開を任意の時間依存 p(t) に適用し、[3] の電流からのポテンシャルと合わせる
と

φ =
cos θ
4πε0

[
p(τ)

r2
+

ṗ(τ)

cr

]
, A =

ṗ(τ)

4πε0c2r
ez. (2)

∂rτ = −1/c より、放射場の 1/r 項は

−∇φ
∣∣
1/r

=
p̈(τ) cos θ
4πε0c2r

er, (3)

−∂tA = − p̈(τ)

4πε0c2r
(cos θer − sin θeθ). (4)

動径成分が相殺するので、E = sin θ p̈(τ)eθ/(4πε0c
2r) となる。積和公式を使うと

p(τ) = E0

[
α0 cos(ω0τ) +

α1

2
cos((ω0 + ωv)τ) +

α1

2
cos((ω0 − ωv)τ)

]
,

p̈(τ) = −E0

[
α0ω

2
0 cos(ω0τ) +

α1

2
(ω0 + ωv)

2 cos((ω0 + ωv)τ) +
α1

2
(ω0 − ωv)

2 cos((ω0 − ωv)τ)
]
.
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従って
E(r, t) = −E0 sin θ

4πε0c2r

[
α0ω

2
0 cos(ω0τ)

+
α1

2
(ω0 + ωv)

2 cos((ω0 + ωv)τ)

+
α1

2
(ω0 − ωv)

2 cos((ω0 − ωv)τ)
]
eθ.

散乱波に含まれる正の角振動数は ω0, ω0 + ωv, ω0 − ωv である（ωv ≪ ω0）。
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物理工学専攻院試解答集
2022 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

[1.1] ハミルトニアンと振幅方程式
Bx = B1 cosωt, By = B1 sinωt, Bz = B0 を問題の行列表式に代入する。ω0 = −2µB0/h̄,
ω1 = −2µB1/h̄ より

Ĥ(t) =
h̄

2

(
ω0 ω1e

−iωt

ω1e
iωt −ω0

)
.

ih̄ d|ψ⟩/dt = Ĥ|ψ⟩ に |ψ⟩ = (α, β)T を代入して

iα̇ =
ω0

2
α+

ω1

2
e−iωtβ, iβ̇ =

ω1

2
eiωtα− ω0

2
β.

[1.2] 回転枠
α = ae−iω0t/2, β = beiω0t/2 と書き換えると、対角項は相殺される。

i
d

dt

(
a
b

)
=
ω1

2

(
0 e−i(ω−ω0)t

ei(ω−ω0)t 0

)(
a
b

)
, A(t) = e−i(ω−ω0)t .

以下 ∆ = ω − ω0 とする。静磁場だけの区間では a, b は一定であり、実験室系の位相因子のみ
が進む。

[2.1] 単一パルスの遷移確率
初期状態 |−⟩ は a(0) = 0, b(0) = 1 である。弱遷移近似 b ≃ 1 のもとで

ȧ = − iω1

2
e−i∆t, a(τ) =

ω1

2∆
(e−i∆τ − 1).

したがって
P1(ω) =

ω2
1

∆2
sin2

(
∆τ

2

)
=
ω2
1τ

2

4
sinc2

(
∆τ

2

)
. sincx =

sinx
x

.

∆ → 0 では連続的に P1(ω0) = ω2
1τ

2/4 となる。共鳴で最大、最近傍の零点は ω = ω0 ± 2π/τ 。
図はピークを 1 に規格化した中央ローブで、横軸は u = ∆τ/2 とする。

u = ∆τ/2

P1/P1,max

−π 0 π

1



[2.2] 単一パルスの励起スペクトル
周波数の離調に対して中央ローブは sinc2 形であり、両側の最近接零点は共鳴から等距離にあ
る。パルス時間 τ を長くすると、零点間隔 4π/τ が狭くなる。

[3.1] 二つのパルスと Ramsey 干渉
第一パルス後の回転枠振幅は

a(τ) =
ω1

2∆
(e−i∆τ − 1).

自由発展中は a, b が一定である。第二パルス中も同じ実験室位相の回転場が続くので、ȧ =
−iω1e

−i∆t/2 を T から T + τ まで積分すると

a(T + τ) = a(τ) +
ω1

2∆
(e−i∆(T+τ) − e−i∆T )

=
ω1

2∆
(1 + e−i∆T )(e−i∆τ − 1).

従って
P2(ω) =

4ω2
1

∆2
cos2

(
∆T

2

)
sin2

(
∆τ

2

)
.

共鳴極限は P2(ω0) = ω2
1τ

2 で、弱遷移条件はこの値が十分小さいことを含む。T ≫ τ では sinc2
包絡内に細い干渉縞が並び、最近接零点は Ramsey 因子から

Ω1 = ω0 −
π

T
, Ω2 = ω0 +

π

T
, ∆Ω =

2π

T
.

この線幅で定義する測定精度は、間隔 T を長くすると改善する。規格化スペクトルの模式図は
τ/T = 0.1 の例で、包絡の最近傍零点より内側にある最初の Ramsey 零点を示す。

u = ∆T/2

P2/P2(ω0)

−π/2 0 π/2

[4.1] 二重スリットとの対応
二重スリットの干渉因子の隣接暗線間隔 λL/l に、Ramsey 零点間隔 2π/T が対応する。また
単スリット包絡の最初の暗線間隔 2λL/D に、パルス包絡の最初の零点間隔 4π/τ が対応する。
両者を比較して

2π

T
↔ λL

l
,

4π

τ
↔ 2λL

D
; T ↔ l, τ ↔ D .

T は二つのパルス間隔に由来する細かい干渉縞、τ は有限パルス長に由来する広い回折包絡を
決める。
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[4.2] 中間測定による干渉の消失
中間時刻 τ < t < T の z 測定で |+⟩ を得る確率は P1、|−⟩ は 1−P1 である。測定により二つの
パルス間の相対位相は失われる。|+⟩ から始める第二パルスでは a ≃ 1 として振幅方程式を使
うと、b(T + τ)− b(T ) = −(iω1/2)

∫ T+τ
T ei∆t dt である。その絶対値二乗は P1 なので、第二パル

スはどちらの基底状態からも反対状態への遷移確率が P1 となる。最後に |+⟩ を得る全確率は

Pmeas = (1− P1)P1 + P1(1− P1) = 2P1(1− P1) ≃ 2P1 (P1 ≪ 1).

従って二重パルスの細かい Ramsey 干渉縞は消え、P1(ω) と同じ単一パルスの広い sinc2 形が
残る（高さは弱遷移近似で約 2 倍）。図は弱遷移近似の 2P1 をピークで規格化して描く。

u = ∆τ/2

Pmeas/Pmeas,max

−π 0 π
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[1.1] 一様な無限鎖
n 番目の質点は左右のばねから k(xn+1 − xn), k(xn−1 − xn) の力を受けるため

mẍn = k(xn+1 − 2xn + xn−1) .

[1.2] 平面波の分散関係
xn = eiqncq(t) と置くと

c̈q +
2k

m
(1− cos q)cq = 0

(
= c̈q +

4k

m
sin2 q

2
cq = 0

)
.

物理変位はこの複素解の実部である。

[1.3] 固有振動数
0 < q < 2π では

ωq = 2

√
k

m

∣∣∣sin q

2

∣∣∣ , cq(t) = C+e
iωqt + C−e

−iωqt.

k/m の次元は s−2 であり、ωq は角振動数の次元を持つ。

[1.4] 一様変位モード
q = 0 では復元力が消え、c̈0 = 0 より

c0(t) = At+B .

定数項は鎖全体の並進、時間一次項は一様速度の並進に対応する。

[2.1] 質量欠陥を含む運動方程式
質量が変わる原点と通常のサイトでは

Mẍ0 = k(x1 − 2x0 + x−1), mẍn = k(xn+1 − 2xn + xn−1) (n ̸= 0).

隣り合うばねは両質点に等大反対向きの力を及ぼすので、原点の質量だけを M に置き換える。

1



[2.2] バルクの振動数
欠陥から離れた n ≤ −2 と n ≥ 1 では質量は m である。e±iqn−iωqt を代入すれば

mω2
q = 2k(1− cos q) = 4k sin2 q

2
,

すなわち [1.3] の分散関係が両側で成り立つ。

[2.3] 界面での連立方程式
入射・反射・透過波を

xn(t) =

{
(eiqn +Rqe

−iqn)e−iωqt, n ≤ −1,

Tqe
iqne−iωqt, n ≥ 0

とする。原点では x0 = Tqe
−iωqt, x1 = Tqe

iqe−iωqt, x−1 = (e−iq +Rqe
iq)e−iωqt. これを質量 M の

運動方程式に代入すると (
2−

Mω2
q

k
− eiq

)
Tq − eiqRq = e−iq.

n = −1 の式には x−2 = (e−2iq +Rqe
2iq)e−iωqt を代入し、バルク分散を使うと

2 cos q(e−iq +Rqe
iq) = e−2iq +Rqe

2iq + Tq =⇒ Tq −Rq = 1 .

従って (
2− eiq − 4M

m
sin2 q

2

)
Tq − eiqRq = e−iq, Rq = Tq − 1 .

[2.4] 透過・反射振幅
Rq = Tq − 1 を界面式へ代入し、mω2

q/k = 2− 2 cos q を用いると

Tq =
e−iq − eiq

2(1−M/m) + (M/m)e−iq − (2−M/m)eiq
, Rq = Tq − 1 .

この複素振幅には界面の位相も含まれる。

[2.5] 質量極限の解釈
M = m では分子・分母が等しく Tq = 1, Rq = 0 となり、鎖は一様で散乱しない。M → ∞ で
は有限な 0 < q < π に対して Tq → 0, Rq → −1 であり、原点が動かない固定端から位相反転し
て反射する。

m m M m m
入射 反射 透過

n = 0

2



[3.1] 周期境界条件
周期条件 Aq = Cqe

iqL, Bq = Dqe
−iqL は Cq = Aqe

−iqL, Bq = Dqe
−iqL と同値である。(Cq

Bq

)
=

Sq

(Aq

Dq

) と合わせると、入射係数ベクトルは Sq の固有ベクトルで固有値 e−iqL を持つ。従って

det(Sq − e−iqLI) = 0 ⇐⇒ e−iqL = Tq +Rq or e−iqL = Tq −Rq .

Sq は (1, 1)T と (1,−1)T にそれぞれ固有値 Tq +Rq と Tq −Rq で作用する。二固有値が異なれ
ば、各根は独立な一つの振動モードを与える。

[3.2] 一様質量 M = m

このとき Tq = 1, Rq = 0 なので

e−iqL = 1, q =
2πl

L
.

0 < q < π では l = 1, . . . , L/2− 1。各許容 q で二方向の平面波が独立なので正の内部モードは
L− 2 個で、

ωl = 2

√
k

m
sin lπ

L
.

開区間に含めない q = 0 は一様並進、q = π は隣り合う質点が逆向きに動く帯域端モードであ
り、合わせて一様鎖の L 個の座標自由度を満たす。

[3.3] 質量 M = 2m

透過振幅は
Tq =

e−iq − eiq

2(e−iq − 1)
, Tq −Rq = 1, Tq +Rq = 2Tq − 1 = eiq.

従って二つの固有値条件から
q =

2πl

L
(l = 1, . . . , L/2− 1), q =

2πl

L+ 1
(l = 1, . . . , L/2),

いずれも 0 < q < π を満たす。対応する振動数は両系列について

ωq = 2

√
k

m
sin q

2
.

系列間に重複はなく、式 (2) 型の伝搬モード数は (L/2− 1) +L/2 = L− 1 個となる。残り 1 個
は q = 0 の一様並進モードである。これら L 個で全座標自由度を満たすため、別の局在高周波
モードは加わらない。

[3.4] 固定質点極限 M → ∞

この極限では Tq → 0, Rq → −1 となり、周期条件の固有値は ±1。従って

e−iqL = ±1, qj =
jπ

L
(j = 1, . . . , L− 1) .

固有振動数は ωj = 2
√
k/m sin(jπ/(2L)) . 中央の質点は動かないため、有限質量の自由度は他

の L− 1 個だけであり、上の解が全ての正の振動モードを数え尽くす。
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[1] 異種最近接対と内部エネルギー
一つの A 原子には z 個の最近接サイトがあり、その B 原子占有確率は (1− x) と近似する。A
原子を持つサイトから数えれば異種対を重複なく数えるため

NAB = NAz
NB

N
= zNx(1− x), E = zNV x(1− x) .

[2] 配置エントロピー
NA = xN , NB = (1− x)N の配置数は N !/(NA!NB!) である。Stirling 近似より

S = kB log N !

NA!NB!

≃ kB[N logN −NA logNA −NB logNB]

= −kBN [x logx+ (1− x) log(1− x)] .

[3] 自由エネルギー
F = E − TS = N {zV x(1− x) + kBT [x logx+ (1− x) log(1− x)]} , f(x) = F/N.

したがって
f(x) = zV x(1− x) + kBT [x logx+ (1− x) log(1− x)].

微分すると
f ′(x) = zV (1− 2x) + kBT log x

1− x
.

[4] 停留条件関数
f ′(x) = 0 を問題の形に整理すると

zV

kBT
(2x− 1) = g(x), g(x) = log x

1− x
.

g(1− x) = −g(x) で、g′(x) = 1/[x(1− x)]、特に g′(1/2) = 4。

1



[5] 臨界温度
中心近傍で交点の個数が変わるのは、直線と g(x) の傾きの差 g′(x) − 2zV /(kBT ) が中心でゼ
ロになるときである。g′(x) = 1/[x(1− x)] は中心で最小値 4 を取るため、臨界点では直線の傾
き 2zV /(kBT ) と g′(1/2) = 4 が一致する。従って

Tc0 =
zV

2kB
.

[6] 交点による臨界温度の判定
以下の図では同じ g(x) と、傾き zV /(kBT ) に比例する直線を比較する。T > Tc0 では中心
x = 1/2 でのみ交わる。T < Tc0 では中心に加えて二つの対称な交点 x = 1/2± δ0 が生じる。

x

y

g(x)

T/Tc0 = 2

T/Tc0 = 1/2

1/2

図の直線の傾きは高温側で 2zV /(kBT ) < 4、低温側で 2zV /(kBT ) > 4 である。ここで青・赤
の直線はそれぞれ代表温度を表す。

[7] 変曲点の位置

f ′′(x) = −2zV + kBT

(
1

x
+

1

1− x

)
= −2zV +

kBT

x(1− x)
.

f ′′(x) = 0 から

x(1− x) =
kBT

2zV
, δ1(T ) =

√
1

4
− kBT

2zV
=

1

2

√
1− T

Tc0
.

T < Tc0 なら二つの実変曲点がある。原問は T = Tc0 も変曲点の範囲に含めるが、この極限で
は δ1 = 0 かつ f ′′(1/2) = 0 で、f ′′ はその両側で正となる。したがって臨界組成は曲率がゼロ
になる退化点であり、厳密には変曲点ではない。

[8] 低温の自由エネルギー曲線
0 < T < Tc0 では中心で f ′(1/2) = 0、f ′′(1/2) < 0 なので、x = 1/2 は局所最大である。右側で
は

f ′′(x) < 0

(
1

2
< x <

1

2
+ δ1

)
, f ′

(
1

2
+ δ1

)
< 0.

2



その外側では f ′′(x) > 0 であり、f ′(x) は増加して x → 1 で +∞ に発散する。従って再び
f ′(x) = 0 となる点は変曲点より外側に一つだけあり、これが x = 1/2 + δ0 の極小である。対
称性 f(1− x) = f(x) より左側にも同じ高さの極小があり、

0 < δ1 < δ0 <
1

2
.

この符号変化から、二つの外側極小が全区間での最小値を与える。変曲点は各極小と中心極大
の間にある。端点で f ′(x) は対数発散するが f(x) 自体は有限である。

x

f(x)/(zV )

1
2 − δ0

1
2 − δ1

1
2

1
2 + δ1

1
2 + δ0

この図は T/Tc0 = 1/2 の例で、δ1 =
√
2/4、δ0 ≃ 0.478752 である。

[9] 停留点の温度依存
外側停留点は

4δ0
T/Tc0

= log 1 + 2δ0
1− 2δ0

(0 < δ0 < 1/2)

を満たす。これは δ0 = 0 という中心解を除いた正の解である。温度曲線は左右対称で、δ0, δ1
はともに T → Tc0 で 0、T → 0 で 1/2 に近づき、0 < T < Tc0 では δ0 > δ1 となる。

x

T/Tc0

I
II III II

I

1

1/20 1

δ0
δ1

実線は u > 0 に対し 2δ0 = tanhu、T/Tc0 = tanhu/u で表せ、臨界点は u → 0 の極限にあたる。
実線は外側極小の組成 x = 1/2 ± δ0、点線は f ′′ = 0 となる組成 x = 1/2 ± δ1 を表す。これら
の曲線と図中の領域 (I)‒(III) の安定性を、以下で相分離後の自由エネルギーと比較して判定す
る。

[10] 相分離のレバー則
A 原子数保存より x0N = sx1N + (1− s)x2N なので

s =
x2 − x0
x2 − x1

, 1− s =
x0 − x1
x2 − x1

.
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[11] 相分離後の自由エネルギー
二相のサイト比で平均した自由エネルギーは

f∗ = sf(x1) + (1− s)f(x2) =
x2 − x0
x2 − x1

f(x1) +
x0 − x1
x2 − x1

f(x2) .

この式は、f(x1) と f(x2) を結ぶ直線の x = x0 での高さである。組成 x0 を保つ二相分離で一
様相の自由エネルギーを下げられるかどうかは、この高さと f(x0) の比較で決まる。

0 < T < Tc0 では [8] の対称な二極小について

f

(
1

2
− δ0

)
= f

(
1

2
+ δ0

)
, f ′

(
1

2
− δ0

)
= f ′

(
1

2
+ δ0

)
= 0.

従って両極小を結ぶ水平線は、両点で曲線に接し、全組成で曲線より下にある共通接線である。
|x0 − 1/2| < δ0 のとき、x1 = 1/2− δ0、x2 = 1/2 + δ0 と選べばレバー則で 0 < s < 1 となり、

f∗ = f

(
1

2
− δ0

)
< f(x0).

どの相の f もこの極小値以上なので、この二相の組成で固定組成の最小自由エネルギーに達す
る。
一方、x0 ≤ 1/2− δ0 の外側枝では f ′′ > 0、f ′(x0) ≤ 0 である。凸な左側枝は x0 での接線よ
り上にあり、その接線は x ≥ 1/2− δ0 でも極小値以下にとどまる。従って全区間で

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

これを x1, x2 に適用し、レバー則の重みで足すと
f∗ ≥ f(x0) + f ′(x0){sx1 + (1− s)x2 − x0}

= f(x0).

右側の x0 ≥ 1/2 + δ0 も対称性から同じであり、外側では一様相が最小自由エネルギーを与え
る。相分離を許した最小自由エネルギーの曲線は、外側の f(x) を残し、二極小の間を共通接
線で置き換えた形となる。この曲線は f の下側凸包であり、二極小の組成 x = 1/2± δ0 が共存
境界を与える。

[12] 微小ゆらぎに対する局所安定性
x1 = x0 − δ, x2 = x0 + δ (0 < δ < min(x0, 1 − x0)) のとき、二相の組成比は s = 1/2 となる。
Taylor 展開を両側で足すと奇数次項が相殺し、

f∗ − f(x0) =
1

2
f ′′(x0)δ

2 +
1

24
f ′′′′(x0)δ

4 +O(δ6). (1)

従って二次の自由エネルギー変化が正となる条件は
f ′′(x0) > 0 .

これが二次で判定する局所安定条件であり、f ′′(x0) < 0 なら十分小さいゆらぎで自由エネルギ
ーが下がる。f ′′(x0) = 0 では二次の判定だけでは結論できず、高次項が必要となる。ここで

f ′′′(x) = kBT

[
− 1

x2
+

1

(1− x)2

]
, (2)

f ′′′′(x) = 2kBT

[
1

x3
+

1

(1− x)3

]
> 0 (T > 0). (3)
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特に臨界点 x0 = 1/2, T = Tc0 では f ′′ = f ′′′ = 0、f ′′′′ = 16zV なので、

f∗ − f(1/2) =
2

3
zV δ4 +O(δ6) > 0. (4)

二次項がゼロでも、この対称ゆらぎに対して一様相は安定である。

[13] 安定・準安定・不安定領域
T < Tc0 において |x − 1/2| < δ1 では f ′′(x) < 0 であり、微小ゆらぎでも相分離するので領域
(III)。δ1 < |x − 1/2| < δ0 では局所安定だが全体として一様相が最安定ではなく、準安定領域
(II)。|x− 1/2| > δ0 では一様相が最安定で領域 (I) である。これらの開領域は [9] の δ0 と δ1 の
曲線の間隔に対応する。
低温のスピノーダル境界 |x0 − 1/2| = δ1 では f ′′(x0) = 0 だが、f ′′′(x0) ̸= 0 である。左右の

組成変化を x1 = x0 − δ−、x2 = x0 + δ+ (δ−, δ+ > 0) とすると、レバー則から s = δ+/(δ− + δ+)
となり、Taylor 展開の三次までの平均は

f∗ − f(x0) =
δ− δ+(δ+ − δ−)

6
f ′′′(x0) +O

(
(δ− + δ+)

4
)
. (5)

δ+ − δ− を f ′′′(x0) と逆符号に選び、固定した比で両方を小さくすれば自由エネルギーを下げ
られる。従ってこの境界は、一般の非対称な微小相分離に対して局所安定ではない。対称ゆら
ぎだけの四次項が正であることとは区別する。
一方、臨界温度では

f ′′(x) = zV

[
1

2x(1− x)
− 2

]
≥ 0, (6)

等号は x = 1/2 の一点だけである。T > Tc0 なら f ′′(x) ≥ 4kBT − 2zV > 0 となる。いずれも
傾き f ′ は厳密に増加するため、異なる二組成を結ぶ直線は中間の自由エネルギー曲線より上
にある。従って任意の非自明な二相分離に対して f(x0) < f∗ となり、臨界点を含めて T ≥ Tc0

では全組成が (I) である。低温の共存境界 |x− 1/2| = δ0 上の組成も一様相が最安定である。
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[1.1] 電子の運動方程式
電荷が −q なので、電場から受ける力は −qE(t) である。復元力と減衰力を加えた Newton の
式は

m
d2x

dt2
= −qE0e

−iωt −mω2
0x−mγ

dx

dt
.

[1.2] 定常応答
x(t) = x0e

−iωt とすると、ẋ = −iωx、ẍ = −ω2x である。運動方程式に代入し、x0 をまとめる
と (

ω2
0 − ω2 − iγω

)
x0 = − q

m
E0, x0 = − qE0

m
[
(ω2

0 − ω2)− iγω
] .

ここで減衰項の −iγω は、与えられた e−iωt 規約から決まる。

[1.3] 複素感受率
単位体積当たりの分極振幅は

P 0 = −Nqx0 =
Nq2

m[(ω2
0 − ω2)− iγω]

E0 = ε0χE0.

C = Nq2/(ε0m), A = ω2
0 − ω2, B = γω とおき、分母に共役複素数を掛けると

χ = C
A+ iB

A2 +B2
, χR =

Nq2

ε0m

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

, χI =
Nq2

ε0m

γω

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

.

実場の周期平均を取ると ⟨E · ∂tP ⟩ = ε0ωχI |E0|2/2 > 0 となる。従って正の χI はこの時間規
約で受動媒質の吸収に対応する。

[1.4] χR の周波数依存性
ω < ω0 では χR > 0、ω = ω0 で零を通り、ω > ω0 では負となる。共鳴近傍では正負の分散形
となり、高周波では χR → 0− である。図は γ/ω0 = 0.12 の例で、縦軸は正の尺度 C/(2γω0) で
規格化した概形である。

1



ω/ω0

χR/[C/(2γω0)]

1 (ω = ω0)

0

[2.1] 境界での接線電場
Faraday の法則 ∇×E = −∂tB を、長辺が y 方向で境界をまたぐ微小長方形に積分する。短
辺の線積分は ∆z → 0 で消え、磁束の時間変化も面積 O(∆y∆z) に比例して消える。したがっ
て上下の長辺の寄与が等しくなり、Ey(z = 0+) = Ey(z = 0−) を得る。面上では共通の時間因
子を省いて

E0e
ik sin θ0x + EmeiKmxx = Ete

iKtxx .

この関係は境界面上のすべての x で成り立つ。

[2.2] 接線波数の一致
境界に沿った位相が任意の x で一致する必要があるため、入射・反射・透過波の接線成分は等
しい。よって

Kmx = Ktx = k sin θ0 .

[2.3] Maxwell 方程式と分散関係
自由電荷がなく一様な各媒質内では ∇ ·D = 0 なので ∇ ·E = 0 である。Faraday の法則の両
辺に回転を作用させ、B = µ0H、∇×H = ∂tD、D = ε0(1 + χ)E を順に代入すると

∇× (∇×E) = −µ0
∂

∂t
(∇×H)

= −µ0ε0(1 + χ)
∂2E

∂t2
.

二重回転の公式と ∇ ·E = 0 より左辺は −∇2E なので、

∇2E = µ0ε0(1 + χ)
∂2E

∂t2

を得る。真空では χ = 0。平面波を代入すれば

k2 = ε0µ0ω
2 , K2

mx +K2
mz = k2 , K2

tx +K2
tz = (1 + χ)k2 .

[2.4] 反射波の法線成分
反射波は真空内で +z 方向へ進み、その波数の大きさは k である。接線成分を [2.2] に代入す
ると

Kmz = +
√
k2 − k2 sin2 θ0 = k cos θ0 .
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[2.5] 臨界角と透過波の枝
Ktx = k sin θ0 を誘電体の分散関係に代入すると

K2
tz = k2(1 + χ− sin2 θ0) = k2(χ+ cos2 θ0).

境目 Ktz = 0 は sin2 θc = 1 + χ、すなわち

θc = arcsin
√
1 + χ = arccos

√
−χ .

θ0 < θc では透過波は誘電体の深部 z < 0 へ伝わる。したがって負の法線成分を選び

Ktz = −k

√
1 + χ− sin2 θ0 (θ0 < θc) .

θ0 > θc では Ktz は純虚数となる。κ = k
√

sin2 θ0 − (1 + χ) > 0 と置く。場の依存性は eiKtzz

で、媒質は z ≤ 0 にあるので、z → −∞ で減衰する枝は Ktz = −iκ である：

Ktz = −ik
√

sin2 θ0 − (1 + χ) (θ0 > θc) .

実際 eiKtzz = eκz = e−κ|z| となる。逆の虚数符号では負の z へ進むにつれて場が増大する。

[2.6] 1/e 減衰深さ
振幅が境界値の 1/e となる深さの大きさ z0 = |z| は e−κz0 = e−1 より

z0 =
1

k
√

sin2 θ0 − (1 + χ)
=

1

k
√

−χ− cos2 θ0
, 0 ≤ cos2 θ0 < −χ.

固定した χ では z0 は cos2 θ0 とともに増え、臨界値 cos2 θc = −χ に下側から近づくと発散す
る。図は無次元変数 u = cos2 θ0/(−χ) を用いて形を示す。

u = cos2 θ0/(−χ)

√
−χkz0

0 1 (cos2 θc = −χ)

1
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[1.1] 1 次元無限深井戸の固有状態
井戸の内部 −a < x < a では −h̄2ψ′′/(2m) = Eψ、壁では ψ(±a) = 0 である。規格化された非
零の固有状態について、部分積分と壁の条件から

E =

∫ a

−a
ψ∗

(
− h̄2

2m
ψ′′

)
dx =

h̄2

2m

∫ a

−a
|ψ′|2dx > 0. (1)

従って k =
√
2mE/h̄ > 0 は実数である。内部の一般解は正弦と余弦の線形結合であり、左端

の条件を満たす形は ψ(x) = C sin[k(x+ a)] となる。右端の条件は
ψ(a) = C sin(2ka) = 0. (2)

非零状態では C ̸= 0 なので、2ka = nπ、すなわち kn = nπ/(2a) (n = 1, 2, . . .) を得る。奇数
n = 2l + 1 (l = 0, 1, . . .) では余弦、偶数 n = 2l (l = 1, 2, . . .) では正弦が境界条件を満たす。規
格化を行うと

ψ2l+1(x) =
1√
a

cos
(
(2l + 1)πx

2a

)
(l = 0, 1, . . .) , ψ2l(x) =

1√
a

sin
(
lπx

a

)
(l = 1, 2, . . .) .

したがって全準位のエネルギーは

En =
h̄2k2n
2m

=
h̄2π2n2

8ma2
, n = 1, 2, . . . .

特に ψ1(x) = a−1/2 cos(πx/2a) を含む。

[1.2] 反転パリティ
奇数準位の余弦は偶関数、偶数準位の正弦は奇関数なので

P̂ψn(x) = ψn(−x) = (−1)n+1ψn(x) .

固有値は n が奇数なら +1、偶数なら −1 である。

[2.1] 座標交換
分離解のエネルギーは Enx,ny = Enx +Eny = h̄2π2(n2x +n2y)/(8ma

2) である。座標を交換すると

M̂Ψ1,1 = ψ1(y)ψ1(x) = Ψ1,1, M̂Ψ2,2 = ψ2(y)ψ2(x) = Ψ2,2.

両状態の M̂ 固有値は +1 である。

1



[2.2] Ĥ と M̂ の同時固有状態
第一励起部分空間の二つの直交した積状態は縮退している。交換演算子はこれらを入れ替える
ので、正の実係数の規約に従う規格化同時固有状態は

|Ψ+⟩ =
Ψ2,1 +Ψ1,2√

2
, M̂ |Ψ+⟩ = +|Ψ+⟩ , |Ψ−⟩ =

Ψ2,1 −Ψ1,2√
2

, M̂ |Ψ−⟩ = −|Ψ−⟩ .

[2.3] 交換固有状態の角運動量
x↔ y は L̂ = −ih̄(x∂y − y∂x) の符号を反転するため

M̂L̂M̂ = −L̂.

M̂ |Ψ±⟩ = ±|Ψ±⟩ より
⟨Ψ±|L̂|Ψ±⟩ = ⟨Ψ±|M̂(−L̂)M̂ |Ψ±⟩ = −⟨Ψ±|L̂|Ψ±⟩, ⟨L̂⟩± = 0 .

[2.4] 四回回転の固有値
ψ1 は偶関数、ψ2 は奇関数であり、Ĉ4Ψ(x, y) = Ψ(−y, x) だから

Ĉ4Ψ1,1 = ψ1(−y)ψ1(x) = Ψ1,1, Ĉ4Ψ2,2 = ψ2(−y)ψ2(x) = −Ψ2,2.

固有値はそれぞれ +1,−1 である。

[2.5] Ĥ と Ĉ4 の同時固有状態
第一励起部分空間では

Ĉ4Ψ2,1 = −Ψ1,2, Ĉ4Ψ1,2 = Ψ2,1.

従って、正の実係数の規約で規格化された回転固有状態は

|Ψ′
+⟩ =

Ψ2,1 + iΨ1,2√
2

, Ĉ4|Ψ′
+⟩ = +i|Ψ′

+⟩ , |Ψ′
−⟩ =

Ψ2,1 − iΨ1,2√
2

, Ĉ4|Ψ′
−⟩ = −i|Ψ′

−⟩ .

[2.6] 回転固有状態の角運動量
A = ⟨ψ2|x|ψ1⟩ と B = ⟨ψ1|p̂|ψ2⟩ とおく。問題の積分公式を用いると

A =
1

a

∫ a

−a
x sin

(πx
a

)
cos

(πx
2a

)
dx =

32a

9π2
, B = − ih̄π

a2

∫ a

−a
cos

(πx
2a

)
cos

(πx
a

)
dx = −4ih̄

3a
.

ここで L̂ = xp̂y − yp̂x である。異なる積状態間の行列要素は

⟨Ψ2,1|L̂|Ψ1,2⟩ = AB − ⟨ψ2|p̂|ψ1⟩A = A(B −B∗) = −256ih̄

27π2
.

対角要素は実の積状態の運動量平均がゼロなので消える。C = ⟨Ψ2,1|L̂|Ψ1,2⟩ = −256ih̄/(27π2)
と書けば、Ψ′

+ の交差項は i(C − C∗)/2 = 256h̄/(27π2) であり、Ψ′
− ではその符号が反転する。

従って
⟨Ψ′

±|L̂|Ψ′
±⟩ = ±256h̄

27π2
.

回転固有値 ±i の状態が反対符号の角運動量を持つ。
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図の幾何では y は下向き正で、棒の方向単位ベクトルは (sin θ, cos θ) である。振動する支点
の変位は鉛直成分だけに加わる。

x

y

(0, 0)

O(t)
a cosΩt

m
θ

L

[1] おもりの座標
支点からおもりへの変位は (L sin θ, L cos θ) なので

x = L sin θ, y = a cosΩt+ L cos θ .

[2] Cartesian の運動方程式
張力は支点へ向かうため x 成分は −T sin θ、下向き y 成分は −T cos θ。重力は下向き正だから

mẍ = −T sin θ, mÿ = mg − T cos θ .

[3] 座標の二階微分
[1] を時間微分すると

ẍ = L(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) , ÿ = −aΩ2 cosΩt− L(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) .

[4] 張力を消去した角運動方程式
第一式に cos θ を掛け、第二式に − sin θ を掛けて加えると張力が消え、

m(ẍ cos θ − ÿ sin θ) = −mg sin θ.

[3] の加速度を代入すると ẍ cos θ − ÿ sin θ = Lθ̈ + aΩ2 cosΩt sin θ なので

θ̈ +
aΩ2

L
cosΩt sin θ = − g

L
sin θ .

1



[5] 支点が静止したときの小振動
微小角では sin θ ≃ θ。a = 0 の方程式は

θ̈0 +
g

L
θ0 = 0, ω0 =

√
g

L
.

初期条件 θ0(0) = A, θ̇0(0) = 0 より

θ0(t) = A cosω0t .

[6] 振幅 a の一次応答
小角の方程式を θ = θ0 + aθ1 として展開する。a0 の項は [5] の式、a1 の項は

θ̈1 + ω2
0θ1 = −Ω2

L
θ0(t) cosΩt = −AΩ2

2L
{cos[(Ω + ω0)t] + cos[(Ω− ω0)t]} .

右辺には積和公式による二つの側帯波が現れる。

[7] 二つの側帯波をもつ特解
特解 θ1 = u1 cos[(Ω + ω0)t] + u2 cos[(Ω− ω0)t] を [6] に代入する。各周波数の係数条件は

[
ω2
0 − (Ω + ω0)

2
]
u1 = −AΩ2

2L
,

[
ω2
0 − (Ω− ω0)

2
]
u2 = −AΩ2

2L
.

Ω > 0 なので第 1 の分母は零にならず、第 2 の分母が零となるのは Ω = 2ω0 のときである。
A ̸= 0 のとき、有限な二側帯波特解が存在する条件は

Ω ̸= 2

√
g

L
.

そのとき
u1 =

AΩ

2L
(
Ω+ 2

√
g/L

) , u2 =
AΩ

2L
(
Ω− 2

√
g/L

) .

共鳴点 Ω = 2ω0 では差周波側帯波が固有振動と一致し、通常は永年項を含むためこの有界な形
の特解は得られない。A = 0 なら一次の駆動自体がなく、θ1 = 0 は共鳴点でも解である。
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[1.1] 静止円柱内の 1 粒子分配関数
確率密度の規格化は

1 =
1

h3LZ̃1

∫ L/2

−L/2
dz

∫
x2+y2≤R2

dx dy

∫
R3

d3p e−p2/(2mkT ).

運動量積分は (2πmkT )3/2、断面積は πR2、高さ積分は L なので

Z̃1(T,R) =
πR2

h3
(2πmkT )3/2 = γR2(kT )3/2 , γ =

π5/2(2m)3/2

h3
.

[1.2] 自由エネルギー密度
古典的な同種粒子の分配関数は ZN = [LZ̃1]

N/N ! である。Stirling 近似から

F = −kT logZN ≃ −NkT

[
log
(
LZ̃1

N

)
+ 1

]
.

ν = N/L を固定して割り算すると

F̃ =
F

L
= −νkT

[
log
(
Z̃1

ν

)
+ 1

]
= −νkT (log Z̃1 − log ν + 1) .

[1.3] 静止容器の側圧
半径を dR だけ準静的に増やすと体積変化は dV = 2πRLdR。したがって

P = − 1

2πR

(
∂F̃

∂R

)
T,ν

=
νkT

2πRZ̃1

(
∂Z̃1

∂R

)
T

.

ここで [1.1] の Z̃1 ∝ R2 を使うと
P =

νkT

πR2
.
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[2.1] 回転系ハミルトニアンの最小値
r2 = x2 + y2 とし平方完成すると

H1 − ωM1 =
(px +mωy)2 + (py −mωx)2 + p2z

2m
− mω2r2

2
.

r ≤ R のもとでは二乗項をゼロにし、r = R としたとき最小になる。よって

min(H1 − ωM1) = −mω2R2

2
= −ϵ , ϵ =

mR2ω2

2
.

ω = 0 では最小値は 0 である。

[2.2] 平衡流の速度場
位置 r を固定した運動量分布は

exp
[
−(px +mωy)2 + (py −mωx)2 + p2z

2mkT

]
に比例するガウス分布である。その中心運動量を m で割れば局所平均速度となる：

vx(r) = −ωy, vy(r) = ωx, vz(r) = 0 .

これは z 軸周りの剛体回転 v = ω × r である。

[2.3] 回転系の規格化定数
平方完成した運動量積分は通常の Gaussian と同じであり、位置に残る重みは emω2r2/(2kT ) で
ある。λ = ϵ/(kT ) とすると

Z̃1(T,R, ω) =
(2πmkT )3/2

h3
2π

∫ R

0
r emω2r2/(2kT )dr

=
(2πmkT )3/2

h3
2πkT

mω2
(eλ − 1)

= γR2(kT )3/2
eλ − 1

λ
=

2γ(kT )5/2

mω2
(eϵ/(kT ) − 1) .

ここでは ω ̸= 0 とした。λ → 0 で (eλ − 1)/λ → 1 となり、[1.1] の非回転極限に戻る。

[2.4] 回転容器の側圧
全粒子の角運動量を M =

∑
j M1,j とし、逆温度を β = 1/(kT ) と書く。角速度 ω の容器が粒

子に及ぼすトルクの仕事率は ω d⟨M⟩/dt なので、準静的な変化での第一法則は

d⟨H⟩ = T dS + ω d⟨M⟩ − P dV (N 固定)
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である。回転分布 e−β(H−ωM) から得る熱力学ポテンシャルを Fω と書くと、[1.2] と同じ粒子
数の数え上げにより

Fω = −kT log [LZ̃1(T,R, ω)]N

N !
= ⟨H⟩ − TS − ω⟨M⟩

≃ −NkT

[
log
(
LZ̃1(T,R, ω)

N

)
+ 1

]
,

dFω = −S dT − ⟨M⟩ dω − P dV.

従って側圧は T, ω,N,L 固定での半径微分から得られる。dV = 2πRLdR と [2.3] を用いると

P =
νkT

2πR

(
∂ log Z̃1

∂R

)
T,ω

=
νmω2

2π(1− e−λ)
, λ =

mR2ω2

2kT
.

角速度固定で T → 0、すなわち λ → ∞ とすると

P −→ νmω2

2π
.

また λ → 0 では P → νkT/(πR2) となり、静止容器の式と一致する。

[2.5] 慣性モーメント
既に得た局所平均速度は ⟨v | r⟩ = (−ωy, ωx, 0) である。よって一粒子の軸まわり角運動量は
⟨M1 | r⟩ = x(mωx) − y(−mωy) = mωr2、全粒子について ⟨M⟩ = Nmω⟨r2⟩ となる。ここで
I = Nm⟨r2⟩ が質量分布の慣性モーメントである。回転分配関数は eβωM1 を含むため

I =
⟨M⟩
ω

=
NkT

ω

(
∂ log Z̃1

∂ω

)
T,R

.

log Z̃1 = (terms independent of ω) − 2 log |ω|+ log(eλ − 1), ∂ωλ =
2λ

ω
.

従って ω ̸= 0 で
I =

2N

ω2

[
ϵ

1− e−ϵ/(kT )
− kT

]
.

極限 ω → 0 では I → NmR2/2、T → 0 では I → NmR2 で、後者は粒子が側壁近くに集まる
ことに対応する。

[2.6] 固定角速度の熱容量
固定した R,L,N, ω のもとで加熱すると、[2.4] の第一法則から、加えた熱は回転仕事を差し引
いた

δQ = d⟨H⟩ − ω d⟨M⟩ = d⟨H − ωM⟩

となる。従って固定角速度の熱容量では共回転系の平均 Uω = ⟨H − ωM⟩ を温度微分する。回
転分布の逆温度微分もこの同じ平均を与え、

Uω = ⟨H − ωM⟩ = −N

(
∂ log Z̃1

∂β

)
ω,R

.
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同じ式は ⟨H⟩ = 3
2NkT + 1

2Iω
2 と ⟨M⟩ = Iω から Uω = 3

2NkT − 1
2Iω

2 としても得られる。
Z̃1 ∝ β−5/2(eβϵ − 1) より

Uω =
5

2
NkT − Nϵ

1− e−ϵ/(kT )
.

よって ω 固定の熱容量は

Cω =

(
∂Uω

∂T

)
ω

=
5

2
Nk − Nϵ2

kT 2

e−ϵ/(kT )(
1− e−ϵ/(kT )

)2 .

上式の減算項を Nkλ2e−λ/(1 − e−λ)2 と書けば、高温の λ → 0 では 1 − e−λ ∼ λ から Nk に、
低温の λ → ∞ では 0 に近づく。従って非零の ω を固定した高温極限では Cω → 3

2Nk、低温極
限では Cω → 5

2Nk である。ω = 0 では式の連続極限から C0 =
3
2Nk がすべての T で得られる。
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物理工学専攻院試解答集
2023 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

[1.1] Laplace 方程式の制約
真空中では ∇ ·E = 0 である。E = −∇ϕ と ϕ = ax2 + by2 + cz2 を代入すると

0 = ∇ ·E = −∇2ϕ = −2(a+ b+ c), a+ b+ c = 0 .

[1.2] Newton–Lorentz 方程式
電場力は −q∇ϕ、磁場力は qṙ ×B だから

mr̈(t) = −q∇ϕ(r(t)) + qṙ(t)×B .

以降 a = b = −c/2 < 0 なので c > 0 である。B = (0, 0, B) とすると

mẍ = qcx+ qBẏ, mÿ = qcy − qBẋ, mz̈ = −2qcz.

[1.3] z 方向の単振動
mz̈ = −2qcz は復元力をもつ調和振動子であり、角振動数は

ωz =

√
2qc

m
.

[1.4] xy 面内の複素方程式
u = x+ iy とおく。上の x, y 方程式の第 2 式に i を掛けて第 1 式に加えると

mü = qc(x+ iy) + qB(ẏ − iẋ) = qcu− iqBu̇,

したがって
mü+ iqBu̇− qcu = 0 .

[1.5] 横方向の束縛条件
固有解 u(t) = u0e

−iσt を代入すると

mσ2 − qBσ + qc = 0, σ± =
qB ±

√
q2B2 − 4mqc

2m
.

1



初期値によらず有界な振動解を得るには、2 根が実数かつ異なる必要がある。判別式が正なら
両根は実数で解は 2 つの振動の重ね合わせとなる。判別式が負なら指数的に増大する解があ
り、ゼロなら重根に伴う te−iσt 型の解があり、いずれも全初期条件で有界とはならない。q > 0
を用いると条件は

q2B2 − 4mqc > 0 ⇐⇒ qB2 > 4mc .

[2.1] Mathieu 方程式の係数
磁場を無視した x 方向の運動方程式は

m
d2x

dt2
= −2qαx cosωt.

τ = ωt/2 とすると d2/dt2 = (ω2/4)d2/dτ2 かつ cosωt = cos 2τ だから
d2x

dτ2
+

8qα

mω2
x cos 2τ = 0.

式 (3) と係数を比較して
λ =

4qα

mω2
.

[2.2] Fourier 係数の漸化式
式 (4) の各項を 2 回微分すると係数は −(2n+Ω)2Cn となる。また

2λ cos 2τ cos[(2n+Ω)τ ] = λ cos[(2(n+ 1) + Ω)τ ] + λ cos[(2(n− 1) + Ω)τ ].

同じ周波数ごとに係数を比べると

(2n+Ω)2Cn = λ(Cn−1 + Cn+1) .

[2.3] 小さい λ での周波数
C±2 を無視した n = ±1 の式と、n = 0 の式は

C1

C0
=

λ

(2 + Ω)2
,

C−1

C0
=

λ

(Ω− 2)2
, Ω2 = λ

C−1 + C1

C0
= λ2

[
1

(2− Ω)2
+

1

(2 + Ω)2

]
.

0 < Ω < 1 の枝では角括弧内の分母がゼロにならず、λ → 0 で上の中心式から Ω2/λ2 → 1/2 を
得る。従って Ω = O(λ) であり、分母の Ω 依存を 1 次近似の係数比で落とすと

C1

C0
=

λ

4
+O(λ2),

C−1

C0
=

λ

4
+O(λ2).

中心式の右辺は λ2[1/2 +O(Ω2)] であり

Ω2 =
λ2

2
+O(λ4), Ω =

λ√
2
+O(λ3).

問題の 0 < Ω < 1 と λ > 0 に合う枝を選ぶと、求める 1 次の定数は
C−1

C0
= ϵλ,

C1

C0
= ϵλ, Ω = δλ, ϵ =

1

4
, δ =

1√
2
.

2



[2.4] 近似解と概形
3 つのモードを残すと

x(τ) = C0

[
cos(Ωτ) + λ

4
cos((2 + Ω)τ) +

λ

4
cos((2− Ω)τ)

]
+O(λ2)

= C0

(
1 +

λ

2
cos 2τ

)
cos

(
λτ√
2

)
+O(λ2).

ここで O(λ2) の精度は、図に示す緩やかな振動の一周期程度、すなわち τ = O(λ−1) までを対
象とする。さらに長時間では Ω の省略項による位相誤差が蓄積する。緩やかな余弦が長周期
振動を表し、因子 1 + (λ/2) cos 2τ が小さな速い変調を加える。下図は例として λ = 0.2 とした
x/C0 の概形で、横軸は τ である。

τ

x/C0

0

2π
√
2/λ

破線は緩やかな振動のみ、実線は 1 次の速い変調も含む。
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物理工学専攻院試解答集
2024 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

出典：2023 年 8 月 29 日実施の物理学入学試験、第 1 問（原本 PDF の 2–3 ページ）。棒の下端
を P、回転軸上の点を O とする。P から O までが l1、P から上端までが l0 であり、l1 > l0/2
だから重心は O より下にある。

[1] 棒の慣性モーメント
[1.1] 中心軸に関する慣性モーメント
棒の密度は一様なので、中心軸に垂直な断面内でも質量は一様に分布する。半径 r、幅 dr の円
環が全質量に占める割合は 2πr dr/(πa2) である。この円環の質量は dm = M(2πr dr)/(πa2) =
2Mr dr/a2。各円環の寄与 r2dm を積分して

I∥ =

∫ a

0
r2 dm =

∫ a

0
r2

2M

a2
r dr =

1

2
Ma2 .

[1.2] 薄い円板の直径に関する慣性モーメント
円板の質量は ∆M = M∆l/l0 である。円板面内で互いに直交する二本の直径に関する慣性モー
メントは対称性から等しい。垂直軸の定理より、その和は中心軸に関する ∆Ma2/2 なので、一
方の直径について

∆I⊥ =
1

4
∆Ma2 =

Ma2

4l0
∆l .

厚さに伴う O((∆l)3) の項は、十分に薄い円板の極限で消える。

[1.3] O を通る回転軸に関する慣性モーメント
P から中心軸に沿って距離 s の位置の薄い円板を考える。O を通る y 方向の軸は、その円板の
重心を通る平行な直径から |s− l1| 離れている。平行軸の定理と [1.2] より

IO =

∫ l0

0

M

l0

(
a2

4
+ (s− l1)

2

)
ds = M

(
a2

4
+

l20
3
− l0l1 + l21

)
.

平方完成すると、重心が P から l0/2 にあることも見える形で

IO = M

[
a2

4
+

l20
12

+

(
l1 −

l0
2

)2
]
.

1



[2] 力を取り除いた後の運動
O を原点とし、θ > 0 のとき P が O より右にある向きを正に取る。右向きの F1 は下端 P で正
の回転モーメントを与え、重力は棒を鉛直に戻す。次の図は [2] の力の作用点と、後の [3] で使
う上端の作用点を共通に示す。

O

P

上端

F1

F2（[3]）

l1

l0 − l1

+x+z

図の棒は θ = 0 を表す。F1 と F2 は同じ右向きでも、O の反対側に作用するので回転モーメン
トは逆向きである。

[2.1] 静止角
重心は O から棒に沿って l1 − l0/2 だけ下にある。力の作用線までの垂直距離は、水平な F1 で
は l1 cos θ、鉛直な重力では重心の水平変位 (l1 − l0/2) sin θ である。したがって O に関する正向
きのモーメントは F1l1 cos θ、重力による負向きのモーメントは −Mg(l1 − l0/2) sin θ。静止条件
から

F1l1 cos θ0 = Mg

(
l1 −

l0
2

)
sin θ0, tan θ0 =

F1l1
Mg(l1 − l0/2)

.

F1 > 0、l1 > l0/2、|θ0| < π/2 なので、この平衡角は正である。

[2.2] 鉛直位置での角速度
F1 を取り除いた直後の角速度は 0 である。その後は O の固定軸に関する重力の位置エネルギ
ーと回転運動エネルギーの和が保存する。θ = 0 を位置エネルギーの基準にすると

U(θ) = Mg

(
l1 −

l0
2

)
(1− cos θ), 1

2
IOθ̇

2

∣∣∣∣
θ=0

= U(θ0).

したがって角速度の大きさは
∣∣∣θ̇∣∣∣

θ=0
=

√
2Mg(l1 − l0/2)(1− cos θ0)

IO
.

[2.3] 微小振動の周期
力を除いた後の運動方程式は

IOθ̈ = −Mg

(
l1 −

l0
2

)
sin θ.

|θ| ≤ θ0 ≪ 1 なら sin θ ≃ θ であり、角振動数の二乗は Mg(l1 − l0/2)/IO となる。よって

T = 2π

√
IO

Mg(l1 − l0/2)
.
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[3] ソレノイドと磁気モーメント
[3.1] 鉄芯のない長いソレノイド
ソレノイド内に軸方向の長さ ℓ の辺を置いた長方形のアンペール経路をとる。長いソレノイド
の近似で外側の磁場を無視すると、内側の辺による線積分は Hℓ、経路が囲む電流は Nℓ 巻分の
NℓI である。アンペールの法則 Hℓ = NℓI より、磁場の強さと真空中の磁束密度はそれぞれ

H = NI , B = µ0NI .

以下の µ は鉄芯の透磁率である。問題の長いソレノイドと端の漏れ磁場を無視する近似を鉄芯
が入った部分にも適用すると、そこでも H = NI と扱え、鉄芯内の磁束密度は B = µH = µNI
となる。

[3.2] X/3 だけ挿入したときのインダクタンス
[3.3] ではインダクタンスを挿入長で微分するので、まず一般の挿入長 ξ に対する磁束鎖交数を
求める。鉄芯内部の断面積は πb2 であり、上の近似で一巻きあたりの磁束は Φ = µNIπb2 とな
る。鉄芯を囲む巻数は Nξ で、鉄芯のない部分の磁束は設問の近似で無視する。全磁束鎖交数
を LI と置けば

LI = (Nξ)Φ, L(ξ) = µN2πb2ξ.

従って ξ = X/3 では
L =

1

3
µN2πb2X .

[3.3] 上端の力から下端の力を測る
上の L(ξ) を設問の力の式に代入すると、鉄芯を引き込む力は挿入長に依らず

F2 =
I2

2

∂L

∂ξ
=

1

2
µN2πb2I2.

棒が鉛直に保たれたとき、重力の作用線は O を通る。図のように O から下端 P までの腕は l1、
O から上端までの腕は l0 − l1 であり、二つの右向きの力のモーメントがつり合う。ゆえに

F1l1 = F2(l0 − l1), F1 =
µN2πb2I2

2

l0 − l1
l1

.

[3.4] 数値と単位
長さと電流を SI 単位に直すと、l0 − l1 = 0.50m、l1 = 0.90m、b = 0.015m、I = 0.200A である。
[3.3] より

F2 =
(6.4× 10−3)(2000)2π(0.015)2(0.200)2

2
= 0.3619 . . . N, F1 = F2

0.50

0.90
= 0.2011 . . . N.

与えられた換算を磁場勾配にも適用すると
∂H

∂x
= 1600

Oe
cm × 103

4π

A/m
Oe × 100

cm
m =

4.0× 107

π
A m−2.

F1 = m∂H/∂x なので

m =
0.2011 . . .

(4.0× 107/π)
= 1.579 . . .× 10−8 Wb m.

実際に N/(A m−2) = N m2/A = Wb m である。求める空欄は有効数字二桁で
1.6× 10−8 (Wb m).
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物理工学専攻院試解答集
2024 年度物理学第 2 問

政岡凜太郎

z 軸の正方向を鏡 1 から鏡 2 へとり、電場は ex、磁場は ey の方向にとる。ex × ey = ez であ
る。電場の複素振幅には問題文と同じく e−iωt の時間依存を用いる。真空中の波数を q = ω/c と
記し、ばね定数 k と区別する。以下の配置図はばねを付けた場合も示す。A は照射面積、P は
後で求める鏡 2 への光圧で、矢印 AP は鏡 2 を右へ押す力を表す。

z

鏡 1 鏡 2

d = z2 − z1

AP

z1 z2

E0

[1.1] 完全反射鏡の間の角周波数
完全導体表面では接線方向の電場が零である。u = z + L/2 とおけば鏡間は 0 < u < L であり、
電場の空間部分は両端で零となる正弦波である。したがって

sin(qnL) = 0, qn =
nπ

L
(n = 1, 2, . . .), ωn =

nπc

L
.

n の偶奇にかかわらず許される。偶数 n と奇数 n はそれぞれ中心 z = 0 に節をもつ状態と腹を
もつ状態に対応する。

[1.2] 電場・磁束密度の複素振幅
腹の電場振幅を E0 とし、電場の全体位相を実数の正の係数に選ぶと

Ẽn(z) = E0 sin
[
qn

(
z +

L

2

)]
ex .

ファラデーの法則 ∇×E = −∂tB の y 成分は、上記の時間依存では ∂zẼx = iωnB̃y である。よ
って

B̃n(z) = −i
E0

c
cos

[
qn

(
z +

L

2

)]
ey .

電場の節で磁束密度は腹になり、両者は時間的に π/2 だけずれる。これらを e−iωnt に掛けて実
部を取れば、実際の電場と磁束密度が得られる。

1



[1.3] 鏡 2 への放射圧
H̃ = B̃/µ0 を代入すると、̃En×H̃

∗
n は純虚数である。従って鏡間の平均エネルギー流と平均運動

量密度はともに零である。しかし、これは鏡への力が零であることを意味しない。定在波は振幅
E0/2の右向き進行波と左向き進行波に分解できる。右向き波の時間平均強度は I = 1

2ε0c(E0/2)
2

であり、鏡 2 で完全反射すると単位面積・単位時間あたりの運動量変化は 2I/c となる。従って
+z 方向に作用する圧力は

P =
2I

c
=

ε0E
2
0

4
.

別法として、鏡面では Ex = 0 であり、|By| の振幅が E0/c となることから、磁気圧の時間平均
⟨B2/(2µ0)⟩ = E2

0/(4µ0c
2) も同じ値を与える。

[2] ばねで支えられた完全反射鏡
鏡 2 に働く放射圧の力は +z 方向に AP、自然長から δ だけ移動したばねの力は −kδ である。
静的平衡条件 AP − kδ = 0 と [1.3] より

δ =
ε0AE

2
0

4k
> 0 .

圧力に面積を掛けたものが力なので、右辺の単位は長さである。完全反射の定在波が成立する
角周波数は移動後の鏡間長に応じて選ばれるが、腹の振幅を E0 に固定したときの鏡面圧力は
[1.3] と同じである。

[3.1] 部分反射鏡を通して入射する光
鏡間長を d = z2 − z1 とする。鏡 1 から鏡間へ入る進行波の複素振幅は tE1、t =

√
1− r2 であ

る。鏡間で一往復すると、鏡 1・鏡 2 でそれぞれ −r,−1 の反射と位相 e2iqd を受け、複素振幅
は re2iqd 倍される。0 < r < 1 だから多重反射の和は収束し、右向き進行波の振幅は

a =
tE1

1− re2iqd
.

完全反射する鏡 2 により左向き波の振幅の大きさも |a| である。実際、鏡間の電場は
Ẽ(z) = a

[
eiq(z−z1) − e2iqde−iq(z−z1)

]
ex = 2iaeiqd sin[q(z − z2)]ex.

鏡 2 の位置では零となり、腹では二つの進行波が同位相に重なるので E0 = 2|a| となる。E1 を
正の実振幅とすると

E0

E1
=

2
√
1− r2√

(1− r)2 + 4r sin2(qd)
.

特に z1 = −L/2, z2 = L/2 では d = L を代入する。共振条件 qL = nπ も満たす場合に限り、比
は 2

√
(1 + r)/(1− r) になる。[3.1] 単独では ω にその条件は課されていないため、上式の d = L

が一般の答えである。

[3.2] 半値となる鏡 1 の移動量
問題文の条件から、z1 = −L/2、すなわち d = L で比が極大になるように ω を選ぶ。これは
qL = nπ (n は正の整数) を満たす選択であり、極大値は(

E0

E1

)
max

=
2
√
1− r2

1− r
.
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鏡 1 を ±∆ 動かすと d = L∓∆ となる。比が極大値の 1/
√
2 となる条件は、分母の二乗が共振

時の 2 倍になること、すなわち
4r sin2(q∆) = (1− r)2.

0 < q∆ < π/2 の枝を問題文が指定しているので

∆ =
c

ω
arcsin

(
1− r

2
√
r

)
.

1/2 < r < 1 では逆正弦の引数は 0 と 1 の間にあり、指定された範囲に入る。

[3.3] 微小振動の実効ばね定数
ここでは入射振幅 E1 と角周波数 ω を固定し、光学場は鏡 2 の動きに即座に追従する。鏡 2 が
右へ動けば d = z2 − z1 が増す。[3.1] と [1.3] より、鏡 2 を右へ押す力は

Fopt(d) = AP (d), P (d) =
ε0E0(d)

2

4
=

ε0(1− r2)E2
1

(1− r)2 + 4r sin2(qd)
.

鏡 1 を固定して鏡 2 の平衡位置を z2∗ = L/2 + δ、平衡時の鏡間長を d∗ = z2∗ − z1 とする。平
衡条件は kδ = Fopt(d∗) であるから、入射光があるとき δ > 0 となる。平衡点からの微小変位
x = z2 − z2∗ に対する合力は

Fopt(d∗ + x)− k(δ + x) = [F ′
opt(d∗)− k]x+O(x2) (1)

である。従って一次項を −k′x と書けば

k′ = k − dFopt
dd

∣∣∣∣
d∗

= k +
4Arqε0(1− r2)E2

1 sin(2qd∗)[
(1− r)2 + 4r sin2(qd∗)

]2 .

分母は正なので、k′ − k の符号は sin(2qd∗) で決まる。まず |δ| ≪ ∆ に基づき、δ/∆ の一次まで
の光ばね効果を比較する。平衡条件 kδ = Fopt(d∗) を使うと

k′ − k

k
=

4rqδ sin(2qd∗)
(1− r)2 + 4r sin2(qd∗)

.

共振条件 qL = nπ より、(a) の基準位置 d = L では光圧の傾きが零であり、一次では k′ ≃ k と
なる。(b) の基準位置 d = L−∆ では鏡 2 を右へ動かすと共振へ近づき、光圧が増して復元力を
弱める。(c) の d = L+∆ では共振から遠ざかり、光圧が減って復元力を強める。実際、(b),(c)
ではそれぞれ

k′ − k

k
= ∓qδ cot(q∆) +O

(
(δ/∆)2

)
.

ここで δ/∆ の一次項だけを残す追加の近似をすれば、硬化がその次数で見えるのは (c) である。
ただし、厳密な平衡点はどの配置でも自然長から δ > 0 だけ右にある。(a) では d∗ = L+ δ な
ので光圧は極大を少し過ぎて減少し、やはり復元力を増す。上式でその補正は

k′ − k

k

∣∣∣∣
(a)

=
8rq2δ2

(1− r)2
+O((qδ)4) > 0.

(b) は d∗ = L−∆+ δ、(c) は d∗ = L+∆+ δ であり、0 < δ ≪ ∆ の範囲では先ほどの符号を保
つ。本問は δ/∆ の一次で打ち切るよう指定していないので、k′ > k となる答えは (a), (c) であ
る。(a) の硬化は一次の近似では見えない二次の効果である。
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d− L

P (d)

(b)

(a) の共振位置

(c)

−∆ 0 +∆

Pmax/2

共振近傍の光圧の模式図。(a) の実際の平衡点は共振位置より右にあり、黒点はその小さなずれを表す。
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以下で C = (∂U/∂T ) は指定された振動子系の全熱容量とする。固体の単位質量あたりの格
子比熱は、得られた C を固体の質量で割ったものである。体積や振動数は温度に依存しない
ものとして微分する。

[1] 古典的な 1 次元調和振動子
[1.1] 分配関数
M 個の振動子は独立なので、まず 1 個の位相空間積分 zcl を計算する。運動量と位置の積分を
分け、問題文のガウス積分を使うと

zcl =
1

2πh̄

∫ ∞

−∞
dp e−βp2/(2m)

∫ ∞

−∞
dx e−βmω2x2/2 (1)

=
1

2πh̄

√
2πm

β

√
2π

βmω2
=

1

βh̄ω
. (2)

従って
Z(T ) = zMcl =

(
kBT

h̄ω

)M

. (3)

[1.2] 内部エネルギー
正準分布の関係 U = −∂ lnZ/∂β に上式を代入する。lnZ = −M ln(βh̄ω) より

U =
M

β
= MkBT . (4)

1 振動子に運動・位置の二つの二次項があり、各項が kBT/2 を担うという等分配則とも一致す
る。

[1.3] 熱容量
振動数を固定して U を温度微分すると

C =

(
∂U

∂T

)
ω

= MkB . (5)

1



[2] 単一振動数の量子的調和振動子
[2.1] 分配関数
1 振動子について n = 0, 1, . . . のボルツマン因子を和にする。q = e−βh̄ω は 0 < q < 1 なので等
比級数を使え、

zq =

∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+1/2) =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω
=

1

2 sinh(βh̄ω/2) . (6)

M 個の独立なモードでは

Z(T ) =

[
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

]M

. (7)

[2.2] 内部エネルギー
lnZ = M [−βh̄ω/2− ln(1− e−βh̄ω)] を β で微分すると

U = Mh̄ω

(
1

2
+

1

eβh̄ω − 1

)
. (8)

第 1 項は T = 0 でも残る零点エネルギー、第 2 項は熱励起のエネルギーである。

[2.3] 熱容量
Θ = h̄ω/kB を振動子の温度尺度とおくと、βh̄ω = Θ/T である。零点項は温度微分で消え、
y = Θ/T について dy/dT = −y/T を使えば

C = MkB

(
Θ

T

)2 eΘ/T

(eΘ/T − 1)2
= MkB

[
Θ/(2T )

sinh(Θ/(2T ))

]2
. (9)

[2.4] 低温・高温と概形
T ≪ Θ では eΘ/T ≫ 1、T ≫ Θ では sinh(y/2) ∼ y/2 である。従って

C ∼ MkB

(
Θ

T

)2

e−Θ/T (T ≪ Θ) , C −→ MkB (T ≫ Θ) . (10)

低温では最初の励起に必要な有限のエネルギー h̄ω が熱励起を抑える。図の横軸 T/Θ、縦軸
C/(MkB) は無次元である。

T/Θ

C/(MkB)

1

1 2 3

量子振動子
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[3] デバイ型の振動数分布
[3.1] 内部エネルギーと熱容量の積分
まず与えられた状態密度の規格化は∫ ωD

0
g(ω) dω =

9N

ω3
D

∫ ωD

0
ω2 dω = 3N (11)

であり、3 次元固体の振動モード数に一致する。各周波数のモードに [2.2] の 1 振動子のエネ
ルギーを適用して、

U =

∫ ωD

0
g(ω)h̄ω

[
1

2
+

1

eβh̄ω − 1

]
dω . (12)

このうち零点エネルギーは 1
2

∫
g(ω)h̄ω dω = 9Nh̄ωD/8 であり、熱容量に寄与しない。従って、

微分を積分の中に入れると

C = kB

∫ ωD

0
g(ω)(βh̄ω)2

eβh̄ω

(eβh̄ω − 1)2
dω . (13)

[3.2] 低温・高温と概形
デバイ温度 ΘD = h̄ωD/kB を導入し、積分変数を x = βh̄ω に変える。上限は ΘD/T、また
g(ω)dω = 9N(T/ΘD)3x2dx なので

C = 9NkB

(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x4ex

(ex − 1)2
dx. (14)

T ≪ ΘD では上限が十分大きい。被積分関数は大きい x で x4e−x に近づくため、上限から先
の尾部は指数的に小さく、積分の上限を無限大に延ばせる。問題文の積分値を使い、

C ∼ 12π4

5
NkB

(
T

ΘD

)3

(T ≪ ΘD) . (15)

高温では全モードに kB の熱容量が戻る。実際、x ≪ 1 で x2ex/(ex − 1)2 → 1 だから、規格化
したモード数を用いて

C −→ 3NkB (T ≫ ΘD) . (16)

概形は低温で原点から T 3 に沿って立ち上がり、上側の漸近値 3NkB に近づく。

T/ΘD

C/(3NkB)

1

1 2 3

デバイ模型
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[4] 3 種類の固体モデルの比較
[4.1] 同じ座標でのプロット
[1] と [2] の M を 3N に替えると、Θ = h̄ω/kB を用いて

CI = 3NkB, (17)

CII = 3NkB

(
Θ

T

)2 eΘ/T

(eΘ/T − 1)2
, (18)

CIII = 9NkB

(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x4ex

(ex − 1)2
dx. (19)

原題は ω と ωD の比を指定していない。以下の図は比較例として ω = ωD、すなわち Θ = ΘD
と置き、縦軸を 3NkB で割った。

T/Θ

C/(3NkB)

1

1 2 3
CI 古典 CII 単一振動数
CIII デバイ模型

[4.2] 高温での比較
T ≫ Θ,ΘD では各量子モードの平均エネルギーの主項が kBT となる。従って 3N 個の振動モ
ードはいずれも等分配則の値に戻り、

CI = 3NkB, CII −→ 3NkB, CIII −→ 3NkB . (20)

有限の高温での近づき方も確認できる。y2ey/(ey − 1)2 = 1− y2/12 + O(y4) を各モードに用い
ると

CII = 3NkB

[
1− 1

12

(
Θ

T

)2

+O
(
(Θ/T )4

)]
, CIII = 3NkB

[
1− 1

20

(
ΘD
T

)2

+O
(
(ΘD/T )

4
)]

.

(21)
後者では g(ω) による平均が ⟨ω2⟩ = (3N)−1

∫ ωD
0 g(ω)ω2 dω = 3ω2

D/5 であり、1/12 にこれを掛
けて係数 1/20 を得る。どちらの量子曲線も古典値へ下から近づく。

[4.3] 低温での比較
古典模型を形式的に低温へ外挿すると CI = 3NkB のままであり、熱励起の量子化による凍結
を表せない。一方、単一振動数の量子模型にはすべてのモードに同じ有限の励起ギャップ h̄ω
があるので

CII ∼ 3NkB

(
Θ

T

)2

e−Θ/T . (22)
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デバイ模型には ω → 0の低周波モードが連続して存在する。温度 T で励起しやすい h̄ω ≲ kBT
のモード数は g(ω) ∝ ω2 から T 3 に比例するため、

CIII ∼
12π4

5
NkB

(
T

ΘD

)3

. (23)

したがって T → 0 では両量子模型の熱容量は零になるが、デバイ模型の冪減衰は単一振動数
模型の指数減衰より遅い。ここでは格子振動だけを比較している。実在の金属では電子の熱容
量が低温でおおむね T に比例する場合があり、この 3 模型の式には含まれない。
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[1.1] 観測量の交換関係
式 (3) の定義と [â, â†] = 1 を使う。[â†, â] = −1 なので

[x̂, p̂] =
i

2
[â† + â, â† − â] =

i

2
{−[â†, â] + [â, â†]} = i .

x̂, p̂ は無次元の共役な観測量である。

[1.2] 真空のゆらぎ
â|0⟩ = 0 と交換関係から、⟨0|â†â|0⟩ = 0、⟨0|ââ†|0⟩ = 1 である。â2 と (â†)2 の真空期待値もゼロ
であり、⟨x̂⟩ = ⟨p̂⟩ = 0 だから

σ2
x = ⟨x̂2⟩ = 1

2
, σ2

p = ⟨p̂2⟩ = 1

2
.

従って σxσp = 1/2 。右辺も 1
2 |⟨[x̂, p̂]⟩| = 1/2 なので、不確定性関係の等号が成立する。

[2.1] スクイーズ変換後の係数
式 (5) で Ŝ†âŜ と Ŝ†â†Ŝ を式 (1) へ代入する。ââ† = â†â+ 1 に注意すると

Ŝ†â†âŜ = cosh(2r)â†â+ sinh2 r − sinh(2r)
2

(
(â†)2 + â2

)
,

Ŝ†((â†)2 + â2
)
Ŝ = cosh(2r)

(
(â†)2 + â2

)
− 2 sinh(2r)â†â− sinh(2r).

よって式 (6) の各係数は

ω(r) = ω cosh(2r)−∆ sinh(2r) ,

∆(r) = ∆ cosh(2r)− ω sinh(2r) ,

E(r) = h̄ω sinh2 r − h̄∆

2
sinh(2r) .

r = 0 を入れると元の ω,∆, E = 0 に戻る。

1



[2.2] 基底状態と偶数光子
ω > ∆ > 0 のとき ∆(r) = 0 とする実数 r は

tanh(2r) = ∆

ω
, r =

1

4
log ω +∆

ω −∆
> 0.

この値で Ω =
√
ω2 −∆2 > 0 とおけば ω(r) = Ω、E(r) = h̄(Ω− ω)/2 であり、

Ŝ†(r)ĤŜ(r) = h̄Ωâ†â+
h̄

2
(Ω− ω).

右辺では â†â ≥ 0 なので |0⟩ が基底状態である。元のハミルトニアンの基底状態とそのエネル
ギーは、それぞれ Ŝ(r)|0⟩ 、h̄(Ω− ω)/2 となる。

Ŝ(r) の指数の各項 â2, (â†)2 は光子数を 2 だけ変える。真空は光子数 0 から始まるため、指
数を展開して作用させても偶数光子の部分空間から出ない。従って Ŝ(r)|0⟩ には奇数光子成分
がない。

[2.3] スクイーズされた基底状態のゆらぎ
式 (5) と観測量の定義から

Ŝ†x̂Ŝ = e−rx̂, Ŝ†p̂Ŝ = erp̂.

Ŝ|0⟩ での期待値を真空期待値に移すと、平均値はどちらもゼロであり、[1.2] の分散から

σ2
x =

e−2r

2
=

1

2

√
ω −∆

ω +∆
, σ2

p =
e2r

2
=

1

2

√
ω +∆

ω −∆
.

∆ > 0 では真空に比べて x の分散が小さく、p の分散が大きい。一方、積は σxσp = 1/2 =
1
2 |⟨[x̂, p̂]⟩| であり、等号は保たれる。∆ → 0 では両分散は 1/2 に戻る。

[3.1] ハイゼンベルク方程式の行列
交換関係を積に適用すると

[â†â, â] = −â, [(â†)2, â] = −2â†, [â2, â†] = 2â.

式 (7) から ˙̂a = −i(ωâ+∆â†)、 ˙̂a† = i(∆â+ ωâ†) となる。従って式 (8) の行列は

M =

(
ω ∆
−∆ −ω

)
.

[3.2] 固有値と安定性
M2 = (ω2 −∆2)I なので固有値は

λ± = ±
√
ω2 −∆2 .

ω > ∆ なら実数の λ± = ±Ω である。M2 = Ω2I を指数級数の偶数次と奇数次に適用すると、
e−iMt = I cos(Ωt)− i(M/Ω) sin(Ωt)となり振動的かつ有界である。ω < ∆なら γ =

√
∆2 − ω2 >

0 として M2 = −γ2I なので、同じ展開から e−iMt = I cosh(γt) − i(M/γ) sinh(γt) となる。一
方のモードは指数的に増大するので不安定である。境界 ω = ∆ では固有値がともにゼロでも
M2 = 0 かつ M ̸= 0 なので e−iMt = I − iMt は時間に比例して増大する。この意味でも有界な
安定領域には含まれない。
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[3.3] 境界での光子数
ω = ∆ で M2 = 0 を使い、初期条件 â(0) = â、â†(0) = â† を式 (8) に適用する。(

â(t)
â†(t)

)
= (I − iMt)

(
â
â†

)
, â(t) = (1− i∆t)â− i∆tâ†.

初期真空では ⟨â†â⟩ = 0、⟨ââ†⟩ = 1である。従って â(t)の生成演算子の係数だけが ⟨0|â†(t)â(t)|0⟩
に寄与し、

⟨n̂(t)⟩ = |−i∆t|2 = ∆2t2 .

t = 0 でゼロに戻り、∆t は無次元である。
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質点の質量を m、自然角周波数を ω0、粘性抵抗係数を ζ とする。バネによる復元力は −mω2
0x であるか

ら、両部分で用いる運動方程式は
mẍ(t) + ζẋ(t) +mω2

0x(t) = f(t). (1)
位置の正方向は自然長の位置を原点とする x 軸の正方向とする。

[1.1] 周期外力に対する定常解
この節では周期外力 f(t) = F0e

iΩt（Ω > 0）を加える。外力と同じ時間因子をもつ定常解 x(t) = X0e
iΩt を

式(1)に代入する。ẋ = iΩx、ẍ = −Ω2x なので
{m(ω2

0 − Ω2) + iζΩ}X0 = F0.

ζ > 0 かつ Ω > 0 で分母はゼロにならない。したがって、過渡項が減衰した後の複素表示は

x(t) =
F0e

iΩt

m(ω2
0 − Ω2) + iζΩ

. (2)

実際の位置が必要なら、この複素式の実部を取る。

[1.2] 応答関数の実部と虚部
式(2)を f(t) = F0e

iΩt で割り、分母の共役複素数を掛ける。D(Ω) = m2(ω2
0 − Ω2)2 + ζ2Ω2 > 0 とおくと

ε =
m(ω2

0 − Ω2)− iζΩ

D(Ω)
, ε′ =

m(ω2
0 − Ω2)

D(Ω)
, ε′′ = − ζΩ

D(Ω)
. (3)

eiΩt を選んだため減衰項は分母で +iζΩ となり、Ω > 0 で ε′′ < 0 である。固有角周波数 Ω = ω0 では ε′ = 0、
−ε′′ = 1/(ζω0) となる。

[1.3] 弱減衰・近共鳴での概形と極値
∆ = Ω−ω0、γ = ζ/(2m) とおく。弱減衰 γ ≪ ω0 かつ |∆| ≪ ω0 の範囲では ω2

0 −Ω2 ≃ −2ω0∆、ζΩ ≃ ζω0 だ
から

ε′ ≃ − ∆

2mω0(∆2 + γ2)
, −ε′′ ≃ γ

2mω0(∆2 + γ2)
. (4)

第一式を ∆ で微分すると極値条件は ∆2 = γ2 である。よって ε′ の正の極大は Ω ≃ ω0 − γ、負の極小は
Ω ≃ ω0 + γ にある。第二式は ∆ = 0 で極大となる。下図は横軸を ∆/γ とする近共鳴領域の概形であり、縦
軸は両関数に共通の A = 1/(2mω0γ) で割っている。

[2.1] 平均二乗変位
ここから x, f は実数であり、角括弧は定常状態のアンサンブル平均を表す。問題で与えられた平均零 ⟨f⟩ = 0
と同時刻の x(t), f(t) の無相関を用いる。式(1)に x(t) を掛けて平均すると

m⟨xẍ⟩+ ζ⟨xẋ⟩+mω2
0⟨x2⟩ = ⟨xf⟩ = ⟨x⟩⟨f⟩ = 0.

1



∆/γ

ε′/A

ω0 − γ

ω0 + γ

ω0

∆/γ

−ε′′/A

極大 Ω ≃ ω0

ω0

Figure 1: 近共鳴の ε′ と −ε′′。左右の横軸の原点は Ω = ω0 に対応する。

定常状態では d⟨x2⟩/dt = 0 より ⟨xẋ⟩ = 0。また d⟨xẋ⟩/dt = ⟨ẋ2 + xẍ⟩ = 0 より ⟨xẍ⟩ = −⟨ẋ2⟩ = −v2 とする。
ここで v = ẋ、v2 はその二乗の定常平均である。したがって

⟨x(t)2⟩ = v2

ω2
0

. (5)

[2.2] フーリエ変換とパワースペクトル
原本の無限時間表示 X(ω) =

∫∞
−∞ x(t)e−iωt dt と F (ω) =

∫∞
−∞ f(t)e−iωt dt を形式的に用いると、時間微分

のフーリエ変換は iωX、二階微分は −ω2X となる。定常雑音のスペクトルは、長さ T > 0 の観測窓で
XT (ω) =

∫ T/2

−T/2
x(t)e−iωt dt と FT (ω) =

∫ T/2

−T/2
f(t)e−iωt dt を定め、Ix(ω) = limT→∞⟨|XT (ω)|2⟩/T、If (ω) =

limT→∞⟨|FT (ω)|2⟩/T と読む。有限窓では部分積分により、D(ω) = m(ω2
0 − ω2) + iζω として

D(ω)XT (ω) = FT (ω)−
[
e−iωt{mẋ(t) + (ζ + imω)x(t)}

]T/2

−T/2
.

定常な x, ẋの二乗平均が有限なら、角括弧内の端点項の二乗平均は T に依存せず有界である。⟨|FT |2⟩ = O(T )
のとき、端点項と FT の交差項も Cauchy–Schwarz の不等式で O(

√
T ) だから、T で割るスペクトルの極限に

は寄与しない。したがって、形式的な無限時間の関係と、それが表す定常スペクトルは

X(ω) =
F (ω)

m(ω2
0 − ω2) + iζω

, Ix(ω) =
If (ω)

m2(ω2
0 − ω2)2 + ζ2ω2

. (6)

後の白色入力では ⟨|FT |2⟩ = IT となり、上の条件を満たす。

[2.3] 変位の相関関数
白色揺動力の相関 ⟨f(t)f(t+τ)⟩ = Iδ(τ)（I > 0）をフーリエ変換すると、If (ω) =

∫∞
−∞⟨f(t)f(t+τ)⟩e−iωτ dτ = I

となる。先に定めた減衰率 γ = ζ/(2m) を再び用い、問題の条件 γ < ω0 のもとで ω1 =
√

ω2
0 − γ2 > 0 とおけ

ば
Ix(ω) =

I/m2

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

. (7)

逆変換を具体的に確認するため、g(τ) = e−γ|τ |{cos(ω1τ)+(γ/ω1) sin(ω1|τ |)}とおく。g は偶関数であり、γ > 0
を用いた指数・三角関数の積分から∫ ∞

−∞
g(τ)e−iωτ dτ = 2

∫ ∞

0

e−γτ

(
cosω1τ +

γ

ω1
sinω1τ

)
cosωτ dτ =

4γω2
0

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

.

原本の逆変換 Cx(τ) = (2π)−1
∫
Ix(ω)e

iωτ dω と式(7)を照合し、4m2γω2
0 = 2ζmω2

0 を使うと

⟨x(t)x(t+ τ)⟩ = I

2ζmω2
0

e−ζ|τ |/(2m)

[
cos(ω1τ) +

ζ

2mω1
sin(ω1|τ |)

]
. (8)

相関は τ の偶関数で、|τ | → ∞ でゼロに減衰する。τ = 0 では括弧が 1 となる。
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[2.4] 揺動力の強さと平均二乗速度
式(8)に τ = 0 を入れると ⟨x2⟩ = I/(2ζmω2

0)。これを式(5)と比較し、ω0 > 0 を用いて

I = 2ζmv2 . (9)

両辺の次元は「力の二乗 × 時間」で一致する。
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[1] 障壁より低いエネルギー 0 < E < V0

原題の A は左から入射する波の振幅、B は反射波、E は右へ透過する波の振幅である。障壁の
左右でポテンシャルは同じなので両側の進行波数は k、障壁内の減衰定数は γ である。

[1.1] x = −a の接続
有限の段差では波動関数とその一階導関数が連続する。左側の Aeikx + Be−ikx と内部の
Ceγx +De−γx を x = −a に代入して

Ae−ika +Beika = Ce−γa +Deγa, (1)
ik
(
Ae−ika −Beika

)
= γ

(
Ce−γa −Deγa

)
. (2)

この二式が求める関係である。

[1.2] x = a の接続
内部解と右側の Eeikx に同じ条件を課すと

Ceγa +De−γa = Eeika, (3)
γ
(
Ceγa −De−γa

)
= ikEeika. (4)

これが残る二式である。以下ではこれらを使って A/E と B/E を得る。

[1.3] 透過率 T1

式(3), (4) を加減すると

Ceγa =
Eeika

2

(
1 +

ik

γ

)
, De−γa =

Eeika

2

(
1− ik

γ

)
.

これを式(1), (2) に代入し、二式の和と差を取る。反射波については原題の式 (3) に一致する
B

E
=

(ik − γ)(ik + γ)

4ikγ
e−2γa − (ik + γ)(ik − γ)

4ikγ
e2γa

= −ik
2 + γ2

2kγ
sinh(2γa). (5)

同じ計算で
A

E
= e2ika

[
cosh(2γa) + i

γ2 − k2

2kγ
sinh(2γa)

]
. (6)

1



左右の波数が等しいため、入射・透過確率流の比は T1 = |E/A|2 である。式(6) の絶対値を取っ
て cosh2 u− sinh2 u = 1 を使えば

T1 =

[
1 +

(k2 + γ2)2

4k2γ2
sinh2(2γa)

]−1

. (7)

実際、式(5)から |B/A|2 = |B/E|2T1 となり、式(7)は反射率と透過率の和が 1 であることとも一
致する。

[1.4] γ/k ≪ 1 かつ aγ ≪ 1

sinh(2γa) = 2γa+O((γa)3) であり、(k2 + γ2)2/k4 = 1+O((γ/k)2) である。式(7) の角括弧内の
増分は、相対誤差 O((γ/k)2 + (aγ)2) で k2a2 となる。従って

T1 ≃
1

1 + k2a2
(γ/k ≪ 1, aγ ≪ 1).

ここでは ka の大小は指定されておらず、この因子をさらに展開しない。

[1.5] aγ ≫ 1

sinh2(2γa) ≃ e4γa/4 を式(7) に入れる。指数項が支配的になるので

T1 ≃
16k2γ2

(k2 + γ2)2
e−4γa (aγ ≫ 1).

指数 4γa は障壁の幅 2a を確率（振幅二乗）で評価した結果である。

[2] 障壁より高いエネルギー E > V0

[2.1] 透過率 T2(E)

障壁の内部も進行波となり、その波数は q =
√

2m(E − V0)/h̄ である。両境界を連続につないで
得た式(7)で γ = iq と置いてもよい。sinh(2iqa) = i sin(2qa) と k2 − q2 = 2mV0/h̄

2 から

T2(E) =

[
1 +

V 2
0

4E(E − V0)
sin2

(
2a
√
2m(E − V0)

h̄

)]−1

, E > V0. (8)

[2.2] 概形と極大
式(8) の角括弧内で正弦二乗以外の因子は正である。従って T2 ≤ 1 であり、全ての透過率 1 の
極大は

2a
√
2m(E − V0)

h̄
= nπ ⇐⇒ E = V0 +

n2π2h̄2

8ma2
, n = 1, 2, . . . . (9)

これら以外に局所極大もない。z = 2aq、β = 8ma2V0/h̄
2 > 0 と置くと、逆透過率の正の増分は

T−1
2 − 1 =

β2 sin2 z

4z2(z2 + β)
. (10)
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0 < z < π では sin z/z も 1/(z2+β)も減少するため、T2 に内部の極大はない。nπ < z < (n+1)π
（n ≥ 1）では、この正の増分の対数微分の半分は

h(z) = cot z − 1

z
− z

z2 + β
, h′(z) = − csc2 z + 1

z2
+

z2 − β

(z2 + β)2
< −1 +

2

π2
< 0. (11)

h は区間の左端で +∞、右端で −∞ へ向かうので、零点は一つだけである。その点は逆透過率
の極大、すなわち T2 の谷である。従って共鳴点以外に局所極大はない。
n = 0 は E = V0 であり、指定された E > V0 の範囲外である。境界の片側極限は sin z ∼ z か
ら

lim
E↓V0

T2 =

(
1 +

2mV0a
2

h̄2

)−1

.

また E ≫ V0 では振動する項の係数が O(V 2
0 /E2) となるため、T2 → 1 である。つまり共鳴の谷

も高エネルギーでは 1 へ近づく。

1 2 3 4 5
0

0.5

1

E/V0

T
2

Figure 1: 2a
√
2mV0/h̄ = 2π と選んだ場合の式(8) の概形。白丸は E = V0 の片側極限で、定義域

には含まれない。黒点は透過率 1 の共鳴である。

図 1は障壁の幅を一例に固定している。一般の幅ではピークの横位置は式(9) に従う。

[3] 右側が V (x) = −V1 の場合
[3.1] 透過率 T3 と反射率 R3

0 < E < V0、V1 > 0 の範囲を保つ。左側と障壁内の解は [1] と同じで、右側の透過波は Eeik1x

と書く。k1 =
√
2m(E + V1)/h̄ である。右境界 x = a では ψ(a) = Eeik1a、ψ′(a) = ik1Ee

ik1a。障
壁内では任意の点 x で

ψ(x) = ψ(a) cosh[γ(x− a)] +
ψ′(a)

γ
sinh[γ(x− a)],

ψ′(x) = γψ(a) sinh[γ(x− a)] + ψ′(a) cosh[γ(x− a)].

この二式に x = −a を代入して右境界の値を幅 2a だけ左境界まで運ぶと

ψ(−a) = Eeik1a
[
cosh(2γa)− i

k1
γ

sinh(2γa)
]
,

ψ′(−a) = Eeik1a [−γ sinh(2γa) + ik1 cosh(2γa)] .
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一方、左境界では ψ(−a) = Ae−ika +Beika、ψ′(−a) = ik(Ae−ika −Beika) である。和と差を解く
と

2Ae−ika

Eeik1a
=

(
1 +

k1
k

)
cosh(2γa) + i

(
γ

k
− k1
γ

)
sinh(2γa), (12)

2Beika

Eeik1a
=

(
1− k1

k

)
cosh(2γa)− i

(
γ

k
+
k1
γ

)
sinh(2γa). (13)

進行波 Feipx の確率流は h̄p|F |2/m である。右側の速度が違うため、透過率には k1/k が掛かる。
式(12), (13) の絶対値から

T3 =
k1
k

∣∣∣∣EA
∣∣∣∣2 = 4kk1

(k + k1)2 cosh2(2γa) + (γ − kk1/γ)2 sinh2(2γa)
. (14)

R3 =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 = (k − k1)

2 cosh2(2γa) + (γ + kk1/γ)
2 sinh2(2γa)

(k + k1)2 cosh2(2γa) + (γ − kk1/γ)2 sinh2(2γa)
. (15)

二式の分母から R3 の分子を引くと 4kk1(cosh2− sinh2) = 4kk1 となり、R3 + T3 = 1 が確かめら
れる。また k1 = k とすれば式(7)に戻る。

[3.2] E 固定で V1 → ∞

V1 を大きくすると k1 → ∞だが、k, γ, aは固定される。式(14)の分母の主要項は k21[cosh2(2γa)+
(k/γ)2 sinh2(2γa)] なので

T3 ∼
4k

k1{cosh2(2γa) + (k/γ)2 sinh2(2γa)}
∝ V

−1/2
1 .

従って求める漸近値は lim
V1→∞

T3 = 0 である。右側への速度は増すが、その速度差に伴う反射が
強くなる。
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各スピンは σα ∈ {+1,−1}、結合定数は J ̸= 0 である。N 個のスピンのエネルギーは
E = −(J/N)

∑
α<β σασβ とし、各異なるペアを一度ずつ数える。

[1.1] N = 2 のエネルギーと縮退度
原題の式 (2) は E = −Jσ1σ2/2 である。同じ向きなら積は +1 で、(+,+), (−,−) の 2 通りが
ある。逆向きなら積は −1 で、(+,−), (−,+) の 2 通りがある。従って J ̸= 0 のもとで、取りう
る値をすべて挙げると

E W

σ1 = σ2 −J/2 2
σ1 = −σ2 J/2 2

である。縮退度の和 2 + 2 = 22 は全配置数と一致する。

[1.2] N = 3 のエネルギーと縮退度
3 スピンでは E = −(J/3)(σ1σ2 + σ2σ3 + σ1σ3) である。すべて同じ向きなら括弧内の三つの積
はすべて +1 となる。配置は全上向きと全下向きの 2 通りである。1 個だけ他の 2 個と逆向き
なら、同じ向きのペアが 1 組、逆向きのペアが 2 組なので、積の和は 1− 1− 1 = −1 となる。
逆向きの 1 個の選び方が 3 通り、その向きが 2 通りある。よって

E W

全スピンが同じ向き −J 2
1 個だけ逆向き J/3 6

を得る。2 + 6 = 23 で全配置を数え尽くしている。

[1.3] N = 3 の基底状態
J > 0 なら −J < J/3 なので全スピンが同じ向きの配置が基底状態であり、W = 2 。J < 0 な
ら J/3 < −J なので 1 個だけ逆向きの配置が基底状態であり、 W = 6 である。

[2.1] 一般の N に対するエネルギー
M を −1 向きのスピン数とすると、総スピンは ∑N

α=1 σα = N − 2M である。その二乗を展開
すると、σ2

α = 1 から

(N − 2M)2 =
N∑

α=1

σ2
α + 2

∑
α<β

σασβ = N + 2
∑
α<β

σασβ .
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二つ目の和は、順序の異なる同一ペアを重複して含まない。これを式 (1) に入れて

E(M) = − J

2N

[
(N − 2M)2 −N

]
, M = 0, 1, . . . , N

を得る。指定した M に対して −1 スピンの位置を選ぶ状態数は (
N
M

) である。ただし、M と
N −M のように異なる値が同じエネルギーを与えるとき、エネルギーの縮退度はそれぞれの
状態数を加えたものになる。

[2.2] 一般の N に対する基底状態
J > 0 では E(M) を最小にするには |N − 2M | を最大にする。M = 0, N が該当し、N ≥ 1 で

E = −J

2
(N − 1), W = 2 (J > 0) .

J < 0 では逆に |N − 2M | を最小にする。偶数 N では M = N/2 のみ、奇数 N では
M = (N − 1)/2, (N + 1)/2 の二つが該当する。従って

N が偶数 : E = J/2, W =

(
N

N/2

)
,

N が奇数 : E =
J(N − 1)

2N
, W = 2

(
N

(N − 1)/2

) (J < 0).

ここで奇数 N の二つの M は異なる配置集合を表す。N = 1 でも式は E = 0,W = 2 を与える。
また N = 2, 3 を代入すると [1.1]‒[1.3] の結果に戻る。

[3.1] エネルギー密度
以下は原題に従い N ≫ 1, J > 0、m = M/N、0 < m < 1/2 とする。[2.1] の厳密式を N で割
れば

E

N
= −J

2
(1− 2m)2 +

J

2N
.

最後の項は有限 N の補正である。大 N で求める関数の主項は
E

N
≃ −J

2
(1− 2m)2.

[3.2] エントロピー密度
M = Nm 個の −1 スピンを N 箇所から選ぶので、式 (4) で指定した磁化の配置数は W =

(
N
M

)
である。S = kB logW とし、原題の式 (5) を N,M,N −M に適用すると

S

N
=

kB
N

(
logN !− logM !− log(N −M)!

)
≃ −kB

[
m logm+ (1−m) log(1−m)

]
.

従って
S

N
≃ −kB

[
m logm+ (1−m) log(1−m)

]
.

この主項は N → ∞ で m を固定し、M と N −M がともに十分大きいときに得られる。J > 0
の同じエネルギーには m と 1−m の両方が対応するが、二枝を合算してもエントロピー密度
に加わるのは高々 kB log 2/N であり、この主項は変わらない。
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[3.3] 温度と m の関係
m を変化させると、[3.1] と [3.2] の主項の微分は

1

N

dE
dm = 2J(1− 2m),

1

N

dS
dm = kB log 1−m

m
.

0 < m < 1/2 ではどちらも正である。式 (6) をこの曲線に沿って用い、
1

T
=

dS/dm
dE/dm =

kB log[(1−m)/m]

2J(1− 2m)

から
T (m) =

2J(1− 2m)

kB log[(1−m)/m]
(0 < m < 1/2)

を得る。分母は正なので T > 0 であり、m → 0 で T → 0 となる。

[3.4] 低温の m

kBT ≪ J のとき原題の条件どおり m ≪ 1 とする。[3.3] を

log 1−m

m
=

2J

kBT
(1− 2m)

と書けば、左辺は先頭で − logm、右辺は先頭で 2J/(kBT ) である。従って、熱力学極限を先に
取った低温の支配項は

m ∼ exp
(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

等号ではなく漸近等価を用いるのは、元の式には m に依存する補正が残るためである。

[3.5] 低温のエントロピー
m ≪ 1 に対して −(1−m) log(1−m) = m+O(m2) なので、[3.2] は

S

N
= kB

[
m(1− logm) +O(m2)

]
.

[3.4] の − logm ∼ 2J/(kBT ) を代入すると

S

N
∼ kB

(
1 +

2J

kBT

)
exp

(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

括弧内の 1 は −(1−m) log(1−m) からの寄与である。さらに厳密な最先頭だけなら、括弧内
は 2J/(kBT ) に置き換えられる。

[3.6] 低温の熱容量
体積や外場など他の外部条件は変えていないので、C = T dS/dT を用いる。[3.5] で使ったエ
ントロピーを温度で微分するため、x = 2J/(kBT ) とおき、[3.3] の関係を微分する。

log 1−m

m
= x(1− 2m),

dm
dx = −m(1−m)(1− 2m)

1− 2xm(1−m)
∼ −m.
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ここで [3.4] より m ∼ e−x であり、xm → 0 を用いた。[3.2] のエントロピーから d(S/N)/dm =
kB log[(1−m)/m] なので、T d/dT = −x d/dx により

C

N
= −kBx log 1−m

m

dm
dx ∼ kBx

2e−x.

従って
C

N
∼ kB

(
2J

kBT

)2

exp
(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

同じ結果は、E/N ≃ −J/2+ 2Jm と上の dm/dx を使い、C/N = d(E/N)/dT を計算しても得
られる。正の値で、T → 0 では指数的にゼロになる。

[4] 臨界温度
原題では T ≥ Tc の平衡状態が m = 1/2 である。[3.3] の式はこの点で分子と分母がともにゼロ
になるため、0 < m < 1/2 からの極限を取る。log[(1−m)/m] の m = 1/2 での一次微分は −4
だから、m → 1/2 では

log 1−m

m
= 2(1− 2m) +O

(
(1− 2m)3

)
.

従って
Tc = lim

m→1/2−
T (m) =

J

kB
.

これは N ≫ 1 の熱力学的な臨界温度である。有限 N の [2] に臨界特異点を主張するものでは
ない。
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物理工学専攻院試解答集
2025 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

以下では e > 0 とし、電子の電荷は −e である。N は電子数密度、m は電子質量、ε0 は真空
の誘電率、c は光速である。複素表示した電場の実部を物理的な電場とする。原題と同じく時
間依存は e−iωt であり、ω2

p = Ne2/(ε0m) とおく。

[1] 静磁場がないときの電子の運動方程式
電磁波の磁場による力と他粒子との相互作用は仮定により無視する。電子に働く力は電気力
−eE(z, t) だけなので、横方向の速度 v(z, t) は

m
∂v(z, t)

∂t
= −eE(z, t)

に従う。電子の熱運動は平均電流に寄与しない。

[2] 電流密度の時間微分
正イオンは静止しているので、電流密度は J = −Nev である。N は一様で時間に依存しない
から、[1] を用いて

∂J

∂t
= −Ne

∂v

∂t
=

Ne2

m
E = ε0ω

2
pE.

負電荷をもつ電子の速度と電流の向きが逆になるため、最後の係数は正である。

[3] 無磁場での分散関係と伝搬条件
使用する波動方程式と平面波は

∂2
zE − 1

c2
∂2
tE =

1

c2ε0
∂tJ , E = E0e

i(kz−ωt) (1)

である。代入すると、∂2
zE = −k2E、∂2

tE = −ω2E となる。[2] も代入して(
−k2 +

ω2

c2

)
E =

ω2
p

c2
E.

従って
k2 =

ω2 − ω2
p

c2
.

ω > ωp なら正の実波数 k =
√
ω2 − ω2

p/c を選べ、+z 方向の進行波は減衰せず長距離を伝搬す
る。0 < ω < ωp では k が純虚数となり、+z 側で有限な解は指数的に減衰する。ω = ωp では
k = 0 で進行しない。よって条件は ω > ωp である。

1



[4] 静磁場中の電子の運動方程式
以下は原題後半の追加条件 Bz > 0、ω > ωc、ωp > ωc のもとで考える。静磁場を Bzez と
書く。横方向速度と静磁場の外積は v × Bzez = (Bzvy,−Bzvx, 0) であり、電子に働く力は
−e(E + v ×Bzez) となる。ωc = eBz/m を用いれば

∂vx
∂t

= − e

m
Ex − ωcvy,

∂vy
∂t

= − e

m
Ey + ωcvx.

ここで ez は +z 方向の単位ベクトルであり、各量の引数は (z, t) である。

[5] 導電率行列
J = −Nev を [4] の両式に代入し、e−iωt に比例する量の時間微分を −iω 倍に置き換えると(

−iω ωc

−ωc −iω

)(
Jx
Jy

)
= ε0ω

2
p

(
Ex

Ey

)
.

左の行列の行列式は ω2
c − ω2 ̸= 0 である。逆行列を掛けて原題の式 (4) の行列を求めると

σ =
ε0ω

2
p

ω2 − ω2
c

(
iω ωc

−ωc iω

)
.

例えば第 1行は Jx = ε0ω
2
p(iωEx+ωcEy)/(ω

2−ω2
c )となる。Bz をゼロに近づけると σ = iε0ω

2
pI/ω

に戻り、[2] の −iωJ = ε0ω
2
pE と一致する。

[6] 波動方程式の行列
式 (1) に式 (2) と J = σE を代入すれば

A =
ω2

c2
I + iω

c2ε0
σ, AE = k2E.

[5] の σ を入れて整理すると

A =
(ω
c

)2 [(
1−

ω2
p

ω2 − ω2
c

)
I −

ω2
pωc

ω(ω2 − ω2
c )

(
0 −i
i 0

)]
.

原題の式 (6) と比べて

α =
ω2
p

ω2 − ω2
c

, β =
ω2
pωc

ω(ω2 − ω2
c )
.

仮定 ω > ωc > 0 により β > 0 である。

[7] 固有波数、固有ベクトル、二モードの伝搬

式 (6) の非対角行列を H =

(
0 −i
i 0

)
と書く。直接掛け算すると、H(1,−i)T = −(1,−i)T、

H(1, i)T = (1, i)T である。β > 0 より前者の k2 が大きい。各固有空間の代表ベクトルと対応

2



する固有値は
固有ベクトル k2

1√
2

(
1
−i

)
k2+ =

ω2

c2

(
1−

ω2
p

ω(ω + ωc)

)
1√
2

(
1
i

)
k2− =

ω2

c2

(
1−

ω2
p

ω(ω − ωc)

)

であり、それぞれの非零スカラー倍も固有ベクトルである。ω > ωc では k2+ > k2− なので、二
つとも +z 方向へ長距離伝搬する条件は、より小さい k2− が正になることである。すなわち

ω(ω − ωc) > ω2
p ⇐⇒ ω >

ωc +
√
ω2
c + 4ω2

p

2
.

等号では k− = 0 となり進行波ではない。条件を満たす場合、以後 k+, k− は上の固有値の正の
平方根とし、k+ > k− > 0 である。

[8] 直線偏光の回転
位置 z = 0 の x 方向の電場を E(0, t) = E0(1, 0)

Te−iωt とする。これは [7] の二つの固有ベクト
ルを等しい係数で重ねたものである。+z へ進む各モードにはそれぞれ eik+z、eik−z を掛ける。
従って

E(z, t) =
E0

2
e−iωt

[
eik+z

(
1
−i

)
+ eik−z

(
1
i

)]
.

ここで k̄ = (k+ + k−)/2、θ(z) = (k+ − k−)z/2 と書けば、和と差の公式によって同じ電場は

E(z, t) = E0e
i(k̄z−ωt)

(
cos θ(z)
sin θ(z)

)
.

z = 0 では θ = 0 で原題の式 (7) に戻る。二成分には共通の時間位相しか残らないため、実電場
はどの z でも直線偏光である。その偏光方向は z が増すにつれ +x から +y へ向けて回転し、
角度は θ(z) = (k+−k−)z/2だけ増える。偏光軸を向きの区別なしで見れば、長さ 2π/(k+−k−)
ごとに同じ向きに戻る。

x

y

z = 0

z > 0

θ(z)

偏光方向

図は 0 < θ(z) < π/2 の一例を示す。一般の z ではこの向きが連続して回転する。
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物理工学専攻院試解答集
2026 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

[1] 糸で落下する剛体
図 1 の内側の円盤は厚さを無視するので、剛体の質量は外側の 2 枚に分布する。一方、糸は半
径 r2 の内側の円盤に接している。この二つの半径の役割を区別する。

C

r1

r2

a

糸の固定端

外円盤の半径と糸のトルク腕

[1.1] 中心軸まわりの慣性モーメント
外側の 2 枚は同じ厚さ d1 と同じ密度を持つため、1 枚の質量は M/2 である。1 枚について半
径 s から s+ ds の環の質量は、面密度を (M/2)/(πr21) として

dm =
M/2

πr21
2πs ds = M

r21
s ds.

よって 1 枚の中心軸まわりの慣性モーメントは ∫ r1
0 s2 dm = Mr21/4。2 枚を足すと

IC =
1

2
Mr21 .

厚さを無視する内側の円盤には質量を割り当てない。d1 は面密度を通じて M に含まれている。

[1.2] 並進と回転の運動方程式
並進の正方向を鉛直下向き、回転の正方向を糸がほどける向きに選ぶ。重力と糸の張力による
並進の式は

Ma = Mg − T .

糸の張力は中心軸から距離 r2 で作用するので、角速度のこの正方向の成分を ω とすれば
IC ω̇ = Tr2 .

糸が滑らないため、糸のほどけた長さは重心の下降距離に等しい。これを時間で二度微分する
と a = r2ω̇ となる。

1



[1.3] 重心の加速度
回転の式と滑りなしの条件から T = ICa/r

2
2。これを並進の式に代入し、[1.1] の IC を使うと(

M +
Mr21
2r22

)
a = Mg, a =

2r22
r21 + 2r22

g .

r1, r2, g > 0 なら 0 < a < g であり、T = M(g − a) > 0 とも整合する。

[2] 磁場中の帯電球殻
位置 r は球殻の重心から表面上の点へ向かう。電荷は球殻とともに回るので、各表面素片の電
荷に働く磁気力を求め、そのトルクを球面全体で積分する。外部磁場 B = (0, 0, B) だけを用い
る。

[2.1] 表面上の速度
角速度 ω で剛体回転する点の速度は、中心が静止しているため

v = ω × r .

[2.2] 微小面積に働く力
面積 dS の電荷は σ dS。磁場によるローレンツ力は、問題の三重積公式に a = ω, b = r, c = B
を代入して

dF = σ dS (ω × r)×B = σ dS [(ω ·B)r − (r ·B)ω] .

σ は符号付きの面電荷密度なので、負電荷では力の向きが反転する。

[2.3] 微小トルク
原点まわりのトルクは r × dF。力のうち r と平行な項は寄与しない。したがって

dN = −σ dS (r ·B)(r × ω) = σ dS (r ·B)(ω × r) .

[2.4] 球面全体からのトルク
球面の回転・反射対称性［問題の式 (1)］により、∫

ΩR
x2 dS,

∫
ΩR

y2 dS,
∫
ΩR

z2 dS は等しく、異
なる座標の積の積分はゼロである。x2 + y2 + z2 = R2 と球面積 4πR2 から∫

ΩR

x2 dS =

∫
ΩR

y2 dS =

∫
ΩR

z2 dS =
4πR4

3
.

よって ∫
ΩR

(r ·B)r dS = (4πR4/3)B。ω は球面上の位置に依らないので [2.3] を積分して

N =
4πσR4

3
ω ×B.

B = (0, 0, B) を代入した答えは

Nx =
4πσBR4

3
ωy, Ny = −4πσBR4

3
ωx, Nz = 0 .
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[2.5] 各軸の慣性モーメント
面質量密度 ρ について x 軸からの距離の二乗は y2 + z2。したがって

Ix = ρ

∫
ΩR

(y2 + z2) dS =
8πρR4

3
.

同じ球対称性を y, z 軸にも用いると

Ix = Iy = Iz = I =
8πρR4

3
.

[2.6] 角速度と歳差の向き
球殻の慣性モーメントはどの軸でも I なので、角運動量は Iω であり、回転運動方程式は
Iω̇ = N。[2.4] と [2.5] を代入して

ω̇x =
σB

2ρ
ωy, ω̇y = −σB

2ρ
ωx, ω̇z = 0.

初期条件は ωx(0) = ω0 sin θ, ωy(0) = 0, ωz(0) = ω0 cos θ。最初の二式から ω̈x = −(σB/2ρ)2ωx

となり、初期値を満たす解は

ωx(t) = ω0 sin θ cos
(
σB

2ρ
t

)
,

ωy(t) = −ω0 sin θ sin
(
σB

2ρ
t

)
,

ωz(t) = ω0 cos θ.

横成分を ω⊥ = (ωx, ωy, 0) と書く。その大きさは ω0 sin θ のまま xy 平面を回り、ωz も一定で
ある。したがって回転軸は z 軸となす角 θ を保って歳差する。

+x

+y

ω⊥(0)

σ < 0, B > 0

+z 側から見た横成分

σ < 0, B > 0 なら、初期時刻の ω̇y(0) = −σBω0 sin θ/(2ρ) > 0。すなわち横成分は +x から
+y に向かうので、+z 側から見た歳差の向きは反時計回りである。
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物理工学専攻院試解答集
2026 年度物理学第 2 問

政岡凜太郎

[1.1] 調和振動子の幅
V0 = 0 のハミルトニアンを Ĥ0 と書く。式 (2) の Gaussian を微分すると

ψ′′
0(x) = (α2x2 − α)ψ0(x).

これを Ĥ0ψ0 = E0ψ0 に代入し、x2 の係数を比較すると

− h̄
2α2

2m
+
mω2

2
= 0.

α > 0 は波動関数が無限遠で減衰する条件だから、

α =
mω

h̄
.

このとき定数項も E0 = h̄2α/(2m) = h̄ω/2 となる。

[1.2] 小さい段差によるエネルギーの変化
段差の摂動は x < 0 で V0、x ≥ 0 で 0 である。有限の V0 に対する基底エネルギーを E0(V0)
と書く。非縮退基底状態の一次補正は、左半直線に粒子を見いだす確率を V0 に掛けたものに
なる。|ψ0(x)|2 は偶関数で規格化されているため、この確率は 1/2。したがって

E0(V0)− E0 = V0

∫ 0

−∞
|ψ0(x)|2 dx+O(V 2

0 ) =
V0
2

+O

(
V 2
0

h̄ω

)
.

ここでは V0 ≪ h̄ω とし、二次以上の項を省いた。

[2.1] 無限壁と許される固有関数
V0 → ∞ では、有限のエネルギーをもつ束縛状態は x < 0 に確率振幅をもてない。無限壁の境
界条件は ϕk(0) = 0 である。x > 0 の Schrödinger 方程式は Ĥ0 と同じである。正の半直線で減
衰する解を x < 0 へ −ϕk(−x) として奇拡張すると、ϕk(0) = 0 により原点で関数値がつなが
り、左右の導関数も一致する。調和振動子のポテンシャルは偶関数なので、拡張した関数は両
半直線で同じ固有値の Schrödinger 方程式を満たし、全直線の奇固有関数となる。問題文のパ
リティ条件によれば、それは奇数番号の ψ2k+1 に比例する。負の半直線を 0 とし、正の半直線
で ψ2k+1 を定数倍したものが式 (4) になる。
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[2.2] 規格化とエネルギー
ψ2k+1 は奇関数で全直線上で規格化されている。その確率密度は偶関数だから

1 =

∫ ∞

−∞
|ψ2k+1|2 dx = 2

∫ ∞

0
|ψ2k+1|2 dx.

式 (4) の規格化条件 N2
∫∞
0 |ψ2k+1|2 dx = 1 と N > 0 より

N =
√
2 , ϵk = E2k+1 =

(
2k +

3

2

)
h̄ω (k = 0, 1, . . .).

特に、無限壁の基底状態は全直線振動子の第 1 励起状態の右半分である。

[3.1] 壁を取り去った直後の展開
ポテンシャルを瞬間的に変えても、その瞬間の波動関数は変わらない。したがって Ψ(x, 0) =
ϕ0(x) を新しいハミルトニアン Ĥ0 の完全な固有関数系で展開し、係数は cj = ⟨ψj |ϕ0⟩ とする。
c0 は実で正であり、式 (2)、(3) と N =

√
2 を使うと

c0 =
√
2

∫ ∞

0
ψ0(x)ψ1(x) dx

= 2
√
α
(α
π

)1/2
∫ ∞

0
xe−αx2 dx = 2

√
α
(α
π

)1/2 1

2α
.

よって
c0 =

1√
π
.

ここで用いた積分は u = αx2 と置けば直ちに得られる。

[3.2] 壁を取り去った後のエネルギー期待値
t > 0 では Ĥ0 が時間に依存しないため、エネルギー期待値は時刻 0 の値に等しい。初期波動
関数は原点で 0 となるが、導関数には跳びがある。そこで、エネルギーを運動エネルギーとポ
テンシャルエネルギーの積分で評価する。各半直線で部分積分すると

−
∫ ∞

0
ψ∗
1ψ

′′
1 dx = −[ψ∗

1ψ
′
1]
∞
0 +

∫ ∞

0
|ψ′

1|2 dx =

∫ ∞

0
|ψ′

1|2 dx (1)

となる。原点では ψ1(0) = 0、無限遠では波動関数が減衰するので境界項は消える。ϕ0 =
√
2ψ1

(x > 0) だから

E(t) =

∫ ∞

−∞

[
h̄2

2m
|ϕ′0(x)|2 +

mω2x2

2
|ϕ0(x)|2

]
dx

= 2

∫ ∞

0

[
h̄2

2m
|ψ′

1(x)|2 +
mω2x2

2
|ψ1(x)|2

]
dx.

角括弧の中は偶関数なので、最後の式は全直線上の ψ1 のエネルギー期待値である。したがっ
て

E(t) = E1 =
3

2
h̄ω (t > 0) .

この値は壁を取り去った後の Ĥ0 に関する期待値であり、ϕ0 自体が Ĥ0 の固有状態だという意
味ではない。
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[3.3] 一周期後の波動関数
急変後の展開の各成分は、Ĥ0 の固有エネルギー Ej = (j + 1/2)h̄ω に従い

Ψ(x, t) =

∞∑
j=0

cje
−i(j+1/2)ωtψj(x)

と進む。t = 2π/ω では全ての j で位相が e−i(2j+1)π = −1 となるので、Ψ(x, 2π/ω) = −ϕ0(x)。
式 (3) と α = mω/h̄ を使って明示すると

Ψ

(
x,

2π

ω

)
=

0 (x < 0),

−2
√
α
(α
π

)1/4
xe−αx2/2 (x ≥ 0).

位相 −1 は確率密度を変えないが、波動関数の値としては残る。

[3.4] 半周期後の波動関数
t = π/ω では各成分の位相は e−i(j+1/2)π = −i(−1)j となる。問題文で与えられたパリティ
ψj(−x) = (−1)jψj(x) を項ごとに使うと

Ψ
(
x,
π

ω

)
= −i

∞∑
j=0

cjψj(−x) = −iϕ0(−x).

右半直線にあった初期波動関数は左半直線へ鏡映される。ψ1 が奇関数であることにも注意し
て書き下すと

Ψ
(
x,
π

ω

)
=

2i
√
α
(α
π

)1/4
xe−αx2/2 (x < 0),

0 (x ≥ 0).

原点ではどちらの枝も 0 であり、鏡映と位相因子は規格化を保つ。
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物理工学専攻院試解答集
2026 年度物理学第 3 問

政岡凜太郎

[1.1] 左右の分子数
矢印の総数と、左端から右端までの変位は、それぞれ

N+ +N− = N, a(N+ −N−) = L

を満たす。二式を加減して

N+ =
1

2

(
N +

L

a

)
, N− =

1

2

(
N − L

a

)
.

N と L/a がともに偶数なので、これらは整数である。

[1.2] 微視的状態数
N 本の矢印の位置から右向きの N+ 本を選べば、残りは左向きに決まる。したがって

W =

(
N

N+

)
=

N ![
1
2(N + L/a)

]
!
[
1
2(N − L/a)

]
!
.

[1.3] エントロピー
熱力学極限で 0 < L/(Na) < 1 を固定すると N± も大きい。Stirling の公式を三つの階乗に用
いる。N = N+ +N− により、−n の項は打ち消し合うから

S = kB logW ≃ kB (N logN −N+ logN+ −N− logN−) .

無次元伸長 u = L/(Na) をここで定義し、[1.1] の N± = N(1± u)/2 を代入すると

S ≃ NkB

[
log 2− 1 + u

2
log(1 + u)− 1− u

2
log(1− u)

]
, u =

L

Na
.

u = 0 では S ≃ NkB log 2。伸ばすほど左右の選択肢が減り、エントロピーは下がる。

[1.4] 張力と小伸長極限
U = 0 は L に依存しないので、F = −TS と問題文の張力の定義から X = −T (∂S/∂L)T。上式
を微分すると

∂S

∂L
=

kB
2a

log 1− u

1 + u
, X =

kBT

2a
log 1 + u

1− u
=

kBT

2a
log Na+ L

Na− L
.

1



u ≪ 1 では log[(1 + u)/(1− u)] = 2u+O(u3) なので

X =
kBT

Na2
L+O

(
kBT

a
u3
)
.

張力が正になるのは、伸長によって減ったエントロピーを回復しようとするためである。

[1.5] 張力の概形
横軸を u = L/(Na)、縦軸を aX/(kBT ) とした概形を示す。どちらも無次元である。

u = L/(Na)

aX/(kBT )

1
aX/(kBT ) ≃ u

aX/(kBT ) =
1
2 log 1+u

1−u

0

実際、dX/dL = kBT/[Na2(1 − u2)] > 0 で単調増加し、L → Na − 0 で対数的に発散する。原
点での接線は [1.4] の線形近似である。

[1.6] 断熱伸長の温度変化率
内部自由度を加えた後の F (T, L) には dF = −S dT + X dL が成り立つ。混合微分の交換か
ら、問題文の Maxwell 関係 (∂S/∂L)T = −(∂X/∂T )L を得る。また、L 一定の熱容量の定義は
CL = T (∂S/∂T )L である。よって

dS =
CL

T
dT −

(
∂X

∂T

)
L

dL.

断熱変化では dS = 0 だから、求める一般式は(
∂T

∂L

)
S

=
T

CL

(
∂X

∂T

)
L

.

[1.7] 小伸長での断熱勾配
dU = T dS +X dL を L 一定で用いると、U = NrkBT から CL = (∂U/∂T )L = NrkB。さらに
[1.4] の厳密式を T で微分して (

∂X

∂T

)
L

=
kB
2a

log 1 + u

1− u
.

これらを [1.6] に代入したのち、u ≪ 1 で展開すると(
∂T

∂L

)
S

=
T

2Nra
log 1 + u

1− u
=

TL

N2ra2
+O

(
T

Nra
u3
)

.

CL > 0 では伸長時の温度上昇を表し、L → 0 で勾配は 0 に近づく。
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[2.1] 3 次元鎖の分配関数
端点 B を力 X の向きに z だけ動かすと外力は X dz の仕事をするため、力のポテンシャルエ
ネルギーは −Xz = −Xa

∑N
i=1 cos θi である。各矢印の向きの立体角要素は dΩi = sin θi dθi dϕi。

分子同士の相互作用がないので、β = 1/(kBT ) と置けば角度積分は積に分かれる。

Z =

N∏
i=1

∫ 2π

0
dϕi

∫ π

0
sin θi dθi eβXa cos θi

=

[
2π

∫ 1

−1
eβXaq dq

]N
=

[
4π

sinh y

y

]N
, y =

Xa

kBT
.

y → 0 では sinh y/y → 1 なので、指定された Z → (4π)N に一致する。

[2.2] 弱い外力での伸長と張力
分配関数の積分で端点座標 z に対応する重みは eβXz である。従って ∂XZ = βZ⟨z⟩、すなわち
kBT∂X logZ = ⟨z⟩ となる。大きな N ではこの平均を巨視的状態量 L として

L = kBT

(
∂ logZ
∂X

)
T

= Na

(
coth y − 1

y

)
.

y ≪ 1 では coth y − 1/y = y/3 +O(y3)。したがって

L =
Na2

3kBT
X +O(Nay3), X =

3kBT

Na2
L+O

(
kBT

a

(
L

Na

)3
)

.

零力では等方性から ⟨cos θ⟩0 = 0、⟨cos2 θ⟩0 = 1/3 である。Boltzmann 因子を y の一次まで展
開すれば ⟨cos θ⟩ = y⟨cos2 θ⟩0 +O(y3) = y/3 +O(y3) となる。このため [1.4] の 1 次元模型に比
べて線形係数が 3 倍になる。
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物理工学専攻院試解答集
2026 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

[1.1] 電子の運動方程式
電子の電荷は −e なので、電場による力は −eE である。ポテンシャルの勾配を加えると、減衰
のない運動方程式は

mü = −∇uV − eE = −m

ω2
αux

ω2
αuy

ω2
βuz

− eE0e
−iωt.

成分ごとには müj +mω2
juj = −eEj であり、ωx = ωy = ωα, ωz = ωβ と置ける。

[1.2] 誘電率テンソル
定常解を uj(t) = uj,0e

−iωt と置く。üj = −ω2uj だから [1.1] より

uj = − e

m(ω2
j − ω2)

Ej .

共振点 ωj = ω は問題の条件で除かれている。P = −ρeu を D = ϵ0E + P に代入すると

ϵ̃ =


ϵ0 +

ρe2

m(ω2
α − ω2)

0 0

0 ϵ0 +
ρe2

m(ω2
α − ω2)

0

0 0 ϵ0 +
ρe2

m(ω2
β − ω2)

 .

電子密度を 0 にすると真空の ϵ0I に戻る。分母の符号は共振周波数との大小に依存し、[2] の
ϵn > ϵa > ϵ0 は別途与えられた条件である。

[2] 座標と二つの透過波
原本図 1 に合わせ、境界を z = 0、結晶を z > 0 とする。x は右、z は図で下向き、y は紙面手
前を向く。以下の角は z 軸から右側へ測り、透過波の kz は正とする。

1



z

x
真空 z < 0

結晶 z > 0

y：紙面手前
ki

kr

kt1（S） kt2（P）

ϕt1

ϕt2

この図は進行方向の関係を示す模式図で、矢印の長さは波数の大きさを表さない。

[2.1] 境界に沿う位相の一致
境界 z = 0 では各平面波の位相は kxx− ωt となる。接線方向の電場・磁場の連続条件がすべて
の x, t で成り立つには、非零の入射・反射・透過振幅の位相が一致しなければならない。した
がって

ki,x = kr,x = kt1,x = kt2,x.

図の斜入射の透過枝では ktj,x = |ktj | sinϕtj > 0 であり、垂直入射ではこの成分は零となる。位
相一致から

sinϕt1 =
|ki|
|kt1|

sinϕi, sinϕt2 =
|ki|
|kt2|

sinϕi.

[2.2] 平面波の電場と電束密度
ei(k·r−ωt) の共通因子を外すと、問題の Maxwell 方程式は

k ×E = µ0ωH, k ×H = −ωD

となる。第一式を第二式に代入し、三重積を展開すれば

k × (k ×E) = −µ0ω
2D

= (k ·E)k − |k|2E.

ゆえに e = k/|k| を用いて
D =

|k|2

µ0ω2
[E − (e ·E)e] .

この式から k ·D = 0 も直ちに分かる。異方性媒質では一般に k ·E = 0 とは限らない。

[2.3] S 偏光の波数
S 偏光では E = Eyey が入射面に垂直なので、e ·E = 0。一方、結晶中では Dy = ϵnEy である。
[2.2] の y 成分を非零の Ey で割ると

ϵn =
|kt1|2

µ0ω2
, |kt1| = ω

√
µ0ϵn.
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[2.4] S 偏光の光線方向
Maxwell の式から Ht1,0 = (kt1 ×Et1,0)/(µ0ω)。kt1 ·Et1,0 = 0 なので三重積により

Et1,0 ×Ht1,0 =
|Et1,0|2

µ0ω
kt1.

係数は正であり、光線は波数と平行である。したがって求める角は

ϕt1.

[2.5] P 偏光の波数
kt2 = k(sinϕt2, 0, cosϕt2)、Et2,0 = (Ex, 0, Ez) と置く。k ·D = 0 と Dx = ϵnEx, Dz = ϵaEz より

ϵn sinϕt2Ex + ϵa cosϕt2Ez = 0,
Ez

Ex
= −ϵn

ϵa
tanϕt2.

ここで Ex ̸= 0 であり、cosϕt2 > 0 の透過枝を使った。[2.2] を x 成分に適用すると

ϵnEx =
k2

µ0ω2

(
cos2 ϕt2Ex − sinϕt2 cosϕt2Ez

)
.

上の比を代入し、正の平方根を採用して

|kt2| = ω

√
µ0ϵnϵa

ϵa cos2 ϕt2 + ϵn sin2 ϕt2
.

ϕt2 = 0 なら電場は x 方向で k = ω
√
µ0ϵn となり、[2.3] に一致する。

[2.6] P 偏光の光線方向
Ht2,0 = Hyey であり、Maxwell の式から

Hy =
k

µ0ω
(cosϕt2Ex − sinϕt2Ez) .

Ez/Ex ≤ 0 かつ cosϕt2 > 0 なので Hy/Ex > 0。したがって

Et2,0 ×Ht2,0 = Hy(−Ez, 0, Ex), tan θt2 =
−EzHy

ExHy
.

[2.5] の電場成分比を使えば
tan θt2 =

ϵn
ϵa

tanϕt2.

ϵn > ϵa かつ ϕt2 > 0 なら光線は位相法線より x 側へ傾く。ϵn = ϵa の等方極限では二方向は一
致する。
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物理工学専攻院試解答集
2027 年度物理学第 1 問

政岡凜太郎

図 1 の幾何と運動の向き
円錐の母線に沿って頂点から測った距離が r である。図 1 の上向き z 軸を使うと、A の水平
半径と高さ、B の高さはそれぞれ

RA = r sin θ0, zA = r cos θ0, zB = −(l − r) = r − l. (1)

糸が張っているので、A が斜面を外へ進むと B も上昇する。以下では図の円錐に合わせて
0 < θ0 < π/2、また 0 < r < l の運動を考える。初速度は方位角方向だけなので、ṙ(0) = 0、
r0 sin θ0 φ̇(0) = v0 である。

[1] ラグランジアン
A の速さの二乗は ṙ2 + (r sin θ0)

2φ̇2、B の速さの二乗は ż2B = ṙ2 である。位置エネルギーの基
準を頂点の高さに取ると

TA =
m

2

(
ṙ2 + r2 sin2 θ0 φ̇

2
)
, TB =

M

2
ṙ2, UA = mgr cos θ0, UB = Mg(r − l).

従って、基準点による定数項も含めた答えは

L =
m+M

2
ṙ2 +

m

2
r2 sin2 θ0 φ̇

2 − g(m cos θ0 +M)r +Mgl. (2)

[2] r の運動方程式
式(2)から ∂L/∂ṙ = (m+M)ṙ、∂L/∂r = mr sin2 θ0 φ̇

2 − g(m cos θ0 +M) である。従って

(m+M)r̈ = mr sin2 θ0 φ̇
2 − g(m cos θ0 +M). (3)

右辺の第一項は方位角運動が外向きに寄与する項、第二項は二つの質点を同時に上げることに
伴う重力項である。

[3] z 軸まわりの角運動量
L は φ を含まないので、 d

dt(∂L/∂φ̇) = 0。A の水平半径 RA と水平接線方向の速さ RAφ̇ の積
から、保存量は

Lz = mr2 sin2 θ0 φ̇ = mr0 sin θ0 v0. (4)

B は z 軸上で動くため、この軸まわりの角運動量を持たない。

1



[4] 方位角を消去した方程式
式(4)より φ̇ = v0r0/(r

2 sin θ0)。これを式(3)に代入すると

(m+M)r̈ =
mr20v

2
0

r3
− g(m cos θ0 +M). (5)

[5] 径方向の速さ
式(5)に ṙ を掛ける。r−3ṙ = −1

2
d
dt(r

−2) であり、初期条件 r = r0, ṙ = 0 を使って積分すると
m+M

2
ṙ2 =

mv20
2

(
1− r20

r2

)
− g(m cos θ0 +M)(r − r0), (6)

ṙ2 =
mv20

m+M

(
1− r20

r2

)
− 2g(m cos θ0 +M)

m+M
(r − r0). (7)

これは r = r0 で確かに零になる。l は糸長の制約を定めるが、r に依存する運動エネルギー・
力には現れない。

[6] 他方の転回点
r1 ̸= r0 は式(7)のもう一つの正の零点である。r = r1 とおき、1− r20/r

2
1 = (r1 − r0)(r1 + r0)/r

2
1

を用いて r1 − r0 を除くと
2g(m cos θ0 +M)r21 −mv20r1 −mv20r0 = 0.

左辺の定数項は負なので二根の符号は異なり、物理的な根は正の根である。よって

r1 =
mv20 +

√
m2v40 + 8mv20r0g(m cos θ0 +M)

4g(m cos θ0 +M)
. (8)

r1 > r0 か r1 < r0 かは初期加速度の符号、すなわち mv20/r0 − g(m cos θ0 +M) の符号で決ま
る。等号の場合は r1 = r0 の定常回転となり、この設問の異なる二つの転回点にはならない。
問題文が想定する往復運動では、r0, r1 とその間の r は 0 < r < l を満たす。

[7] 定常回転を与える半頂角
ここからは問題文の通り θ0 だけを変え、r = r0 を保つ別の運動を考える。式(5)で r̈ = 0 とす
ると mv20/r0 = g(m cos θ0 +M)。従って

θ0 = arccos
(

v20
gr0

− M

m

)
. (9)

図の非退化な上向き円錐については 0 < v20/(gr0)−M/m < 1 が必要である。

[8] 微小変位後の角速度
瞬間的な力は r 方向だけなので z 軸まわりのトルクはなく、式(4)の値は前後で同じである。
r = r0 + ρ を代入して

φ̇ =
v0r0

(r0 + ρ)2 sin θ0
=

v0
r0 sin θ0

(
1 +

ρ

r0

)−2

. (10)

2



ここでは後の運動の ρ̇ の初期値は指定しない。

[9] ρ の一次の運動方程式
式(5)に r = r0 + ρ を入れ、|ρ| ≪ r0 で (1 + ρ/r0)

−3 ≃ 1− 3ρ/r0 と展開する。定数項 mv20/r0 −
g(m cos θ0 +M) は式(9)の定常条件で零なので

ρ̈+ ω2ρ = 0, ω2 =
3mv20

(m+M)r20
=

3g(m cos θ0 +M)

(m+M)r0
. (11)

ω2 > 0 なので、微小なずれに対する復元運動である。求めた式は ρ/r0 の一次までで、ρ2 以上
を捨てている。

[10] B の運動
糸の長さから zB = r − l = r0 − l+ ρ である。従って B は平均位置 zB = r0 − l のまわりを、A
の径方向のずれと同じ ρ だけ上下する。式(11)より、その運動は鉛直方向の単振動であり、角
振動数は ω、周期は

T =
2π

ω
= 2π

√
(m+M)r20

3mv20
.

微小力の力積は指定されていないので、振幅と位相はこの設問だけでは定まらない。A が外側
へ動くとき B は上昇する。
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政岡凜太郎

[1.1] 自由回転状態の規格化
角度 ϕ は一周すると同じ配置に戻る。従って一周分 0 ≤ ϕ < 2π で規格化する。A は正の実数
だから

1 =

∫ 2π

0
|Ψm(ϕ)|2 dϕ = A2

∫ 2π

0
dϕ = 2πA2, A =

1√
2π

. (1)

[1.2] 周期性とエネルギー
波動関数の一価性 Ψm(ϕ+ 2π) = Ψm(ϕ) は e2πim = 1、すなわち m ∈ Z を要求する。V3 = 0 の
(2) に eimϕ を代入すると、二階微分は −m2eimϕ なので

Em =
h̄2m2

2I
, m = 0,±1,±2, . . . . (2)

m 6= 0 では m と −m が同じエネルギーを持つ。

[2.1] 極小近傍の調和振動
極小は ϕk = 2πk/3 (k = 0, 1, 2)であり、V (ϕk) = 0である。ϕ−ϕkが小さいとき 1−cos[3(ϕ−ϕk)] '
9
2(ϕ− ϕk)

2 だから
V (ϕ) ' 9V3

4
(ϕ− ϕk)

2 =
1

2
Iω2

0(ϕ− ϕk)
2. (3)

回転の運動エネルギーは Iϕ̇2/2 なので、調和振動子の質量に相当する係数は I である。従って

ω0 = 3

√
V3

2I
, ϵ =

h̄ω0

2
=

3h̄

2

√
V3

2I
. (4)

[2.2] 三つの極小点を結ぶトンネル効果
以下、(3) と (6) の通常の行列固有値問題として、局在状態 |1〉, |2〉, |3〉 を互いに直交する規格
化基底として扱う。原題は各状態の規格化だけを明記しているが、重なりが無視できない場合
には別途重なり行列を要する。

(3) の各成分は

(H̃c)j = (ϵ+ t)cj − t(c1 + c2 + c3), c =

c1
c2
c3

 (5)

1



と書ける。三成分が等しい対称状態では c1 = c2 = c3 = eiα/
√
3、α は任意の全体位相であり、

固有値は Es = ϵ− 2t となる。一方、c1 + c2 + c3 = 0 の二次元部分空間では Ed = ϵ+ t が二
重縮退する。この部分空間の任意の状態は |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1 を満たせば規格化される。三
つの係数を個別に一意に定める条件はない。

[2.3] 回転操作との同時固有状態
(4) から、R は係数を (c1, c2, c3) 7→ (c3, c1, c2) と移す。ω3 = 1 および 1 + ω + ω2 = 0 を用いれ
ば、規格化された同時固有状態を

|Ψ1〉 =
|1〉+ |2〉+ |3〉√

3
, R|Ψ1〉 = |Ψ1〉, H̃|Ψ1〉 = (ϵ− 2t)|Ψ1〉, (6)

|Ψω〉 =
|1〉+ ω2|2〉+ ω|3〉√

3
, R|Ψω〉 = ω|Ψω〉, H̃|Ψω〉 = (ϵ+ t)|Ψω〉, (7)

|Ψω2〉 =
|1〉+ ω|2〉+ ω2|3〉√

3
, R|Ψω2〉 = ω2|Ψω2〉, H̃|Ψω2〉 = (ϵ+ t)|Ψω2〉 (8)

と選べる。例えば R|Ψω〉 = (ω|1〉+ |2〉+ ω2|3〉)/
√
3 = ω|Ψω〉 であり、位相の対応を直接確かめ

られる。三状態は互いに直交する。

[2.4] WKB の障壁積分
ϵ ' 0 とすると、隣接する極小間の転回点は ϕ1 ' 0、ϕ2 ' 2π/3 となる。この区間では
sin(3ϕ/2) ≥ 0 であり、1− cos(3ϕ) = 2 sin2(3ϕ/2) だから、(5) の作用積分は∫ 2π/3

0

√
2IV (ϕ) dϕ =

√
2IV3

∫ 2π/3

0
sin

(
3ϕ

2

)
dϕ (9)

=
√
2IV3

[
−2

3
cos

(
3ϕ

2

)]2π/3
0

=
4

3

√
2IV3. (10)

従って深い障壁 V3 � ϵ、すなわち √
2IV3 � h̄ の指数近似で

t ≈ C exp
[
−4

√
2IV3

3h̄

]
. (11)

√
IV3 は作用の次元を持つので指数は無次元である。C は (5) で未指定の前因子であり、この
近似だけでは決められない。

[3.1] 対称・反対称基底での行列
|A〉 = (|2〉 + |3〉)/

√
2、|B〉 = (|2〉 − |3〉)/

√
2 とする。|1〉 は |2〉, |3〉 に同じ −t′ で結合するので、

|A〉 への行列要素は −
√
2t′、|B〉 への行列要素は零である。また |2〉, |3〉 間の −t は対称・反対

称状態をそれぞれ ϵ− t, ϵ+ t に分ける。従って指定された順序 (|1〉, |A〉, |B〉) で

H̃ ′ =

 ϵ−∆ −
√
2t′ 0

−
√
2t′ ϵ− t 0
0 0 ϵ+ t

 . (12)

2



[3.2] 非対角項の二次摂動
指定の分割は

H̃0 = diag(ϵ−∆, ϵ− t, ϵ+ t), H̃1 =

 0 −
√
2t′ 0

−
√
2t′ 0 0
0 0 0

 . (13)

H̃1 の対角要素は零なので一次補正は零である。∆ > tにより、非摂動の |1〉と |A〉のエネルギー
差は (ϵ−∆)− (ϵ− t) = −(∆− t)と零でない。以下は t′ についての形式的な二次展開であり、近
似値として用いる条件は √

2t′ � ∆− tである。二次の式 E
(2)
n =

∑
k ̸=n |〈k|H̃1|n〉|2/(E(0)

n −E
(0)
k )

を用いると

E1 = ϵ−∆− 2t′2

∆− t
+O

(
t′4

(∆− t)3

)
, (14)

EA = ϵ− t+
2t′2

∆− t
+O

(
t′4

(∆− t)3

)
, (15)

EB = ϵ+ t. (16)

|B〉は他の状態と結合せず、最後の値はこの行列内で厳密である。二次展開の条件は√
2t′ � ∆−t

であり、原題の大小関係 ∆ > t > t′ > 0 だけでは ∆− t が十分大きいとは限らない。実際、最
初の二準位の厳密値は

E± = ϵ− ∆+ t

2
±
√

(∆− t)2

4
+ 2t′2, (17)

であり、上の E1, EA はそれぞれ E−, E+ の小さい t′/(∆− t) に関する展開である。
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物理工学専攻院試解答集
2027 年度物理学第 3 問

政岡凜太郎

[1.1] 正方格子の平均場ハミルトニアン
周期的境界条件を課した正方格子では各サイトに隣接サイトが四つあり、隣接ペアを一度ずつ
数えると結合数は 4N/2 = 2N である。si = m+ δsi を代入し、δsiδsj を捨てると

HMF = −J
∑
⟨i,j⟩

{m2 +m(δsi + δsj)}

= −J

(
2Nm2 + 4m

N∑
i=1

(si −m)

)
= 2JNm2 − 4Jm

N∑
i=1

si. (1)

よって (1) の空欄は (a) = 2JN 、 (b) = −4Jm である。

[1.2] 分配関数と自由エネルギー
m を固定すると HMF では各スピンの和が独立になる。si = ±1 の和は e4βJm + e−4βJm =
2 cosh(4βJm) なので

Z = e−2βJNm2
[2 cosh(4βJm)]N , f = − 1

βN
logZ = 2Jm2 − 1

β
log[2 cosh(4βJm)] . (2)

[1.3] 自己無撞着方程式
上の f を m で微分すると

∂f

∂m
= 4Jm− 4J tanh(4βJm). (3)

従って極値条件は m = tanh(4βJm) となる。右辺は平均場中の一つのスピンの平均値でもあ
り、m の定義と一致する。

[1.4] 臨界温度と磁化の立ち上がり
常に m = 0 は解である。tanh(4βJm) の原点での傾きが 1 になると非零解が現れるため

Tc = 4J . (4)

実際、f ′′(0) = 4J(1−4J/T )なので、T > Tc では m = 0が極小、T < Tc では極大になる。T < Tc

で m が小さいとき、tanh y = y− y3/3+O(y5) を自己無撞着方程式に入れる。r = T/Tc < 1 と
置くと

0 =

(
1

r
− 1

)
m− m3

3r3
+O(m5), m2 = 3r2(1− r) +O((1− r)2). (5)

1



従って二つの対称な磁化枝は

m(T ) = ±

√
3

(
1− T

Tc

)
+O

((
1− T

Tc

)3/2
)

(T ↑ Tc) (6)

である。符号は外場のない系での対称な二つの平衡状態を表す。

[2.1] 重なりによるハミルトニアン
(2) を H に代入し、元の和から除外された i = j の項を差し引くと、ξ2i,µ = s2i = 1 より

H = − 1

2N

2∑
µ=1

( N∑
i=1

ξi,µsi

)2

−
N∑
i=1

(ξi,µsi)
2


= −N

2
(m2

1 +m2
2) + 1. (7)

従って指定された N → ∞ の主要項は

H = −N

2
(m2

1 +m2
2) +O(1) . (8)

+1 は N によらない項だが、有限 N の分配関数の前因子には残る。

[2.2] 補助変数による分配関数
原題の (3) で a = βN > 0 とし、µ = 1, 2 にそれぞれ適用する。まず [2.1] の主要項で計算する
と

Z ≃ βN

2π

∫
R2

e−
βN
2

(x2
1+x2

2)
∑
s

exp
[
β

N∑
i=1

si(x1ξi,1 + x2ξi,2)

]
dx1dx2

=
βN

2π

∫
R2

e−
βN
2

(x2
1+x2

2)
N∏
i=1

2 cosh[β(x1ξi,1 + x2ξi,2)] dx1dx2. (9)

各 si の和が積の一因子に変わった。これを (4)、(5) の形にまとめると

(c) = βN

2π
, (d) = 1

2
, (e) = − 1

βN
log{2 cosh[β(x1ξi,1 + x2ξi,2)]} . (10)

ここで (3) の a はガウス積分の係数であり、[1.1] の空欄 (a) とは別である。元の H の定数 +1
まで保持する場合、積分表示は厳密になり、同じ f に対して前因子だけが e−ββN/(2π) に変
わる。この差は 1 スピンあたりの自由エネルギーと後の極小条件には熱力学的極限で影響しな
い。

[2.3] ランダムパターンの平均
各サイトの (ξi,1, ξi,2) は四通りの符号の組を確率 1/4 でとり、サイト間で独立である。大数の
法則により (5) のサイト平均をこの四通りの平均に置き換える。cosh の偶関数性で同じ値が二
組ずつ現れるから、熱力学的極限ではほとんど確実に

f(x1, x2) =
x21 + x22

2
− 1

2β
{log[2 coshβ(x1 + x2)] + log[2 coshβ(x1 − x2)]} . (11)

2



図 1 は N = 4 の一実現例であり、この平均で各符号組が等頻度になるという追加条件ではな
い。

[2.4] 極小点の数と熱平衡の類似度
u = x1+x2、v = x1−x2と置き、g(y) = y2/2−T log[2 cosh(y/T )]と定義する。x21+x22 = (u2+v2)/2
なので

f(x1, x2) =
g(u) + g(v)

2
, g′(y) = y − tanh(y/T ), g′′(y) = 1− 1

T
sech2(y/T ). (12)

T ≥ 1では y > 0で tanh(y/T ) < y/T ≤ yだから、gの唯一の極小点は y = 0である。T = 1でも
g(y) = g(0)+y4/12+O(y6)であり原点は極小である。従って T ≥ 1 : (x1, x2) = (0, 0) の 1 個 。

0 < T < 1 では g′′(0) = 1− 1/T < 0 で原点は極大である。y > 0 で
d
dy

tanh(y/T )
y

=
(y/T ) sech2(y/T )− tanh(y/T )

y2
. (13)

分子に負号を付けた tanh(y/T ) − (y/T ) sech2(y/T ) は y = 0 で 0、y で微分すると (2y/T 2)
sech2(y/T ) tanh(y/T ) > 0 となる。従って tanh(y/T )/y は 1/T > 1 から 0 へ単調に減り、
q = tanh(q/T ) を満たす q > 0 がただ一つ存在する。g′(y) = y[1 − tanh(y/T )/y] は 0 < y < q
で負、y > q で正だから q は極小点である。g は偶関数なので −q も極小点となる。独立な u, v
の各々が ±q を選ぶ 2× 2 = 4 通りに対し、逆変換 x1 = (u+ v)/2、x2 = (u− v)/2 から

0 < T < 1 : (x1, x2) = (q, 0), (−q, 0), (0, q), (0,−q) の 4 個 . (14)

なお T = 1 の f − f(0, 0) の最低次は (u4 + v4)/24 > 0（原点以外）で、温度境界で極小数が曖
昧になることはない。

x1

x2

(q, 0)(−q, 0)

(0, q)

(0,−q)

0 < T < 1

0 < T < 1 の四つの極小点。× の原点はこの温度域では極大である。

最後に、有限 N の積分表示に現れる関数 f の式 (5) を xµ で微分する。x1, x2 を固定した独
立スピン分布では ⟨si⟩x1,x2 = tanh[β(x1ξi,1 + x2ξi,2)] だから、停留条件は

xµ =
1

N

N∑
i=1

ξi,µ tanh[β(x1ξi,1 + x2ξi,2)] =
1

N

N∑
i=1

ξi,µ⟨si⟩x1,x2 . (15)

熱力学的極限で一つの極小に対応する平衡相を選ぶと、この固定補助変数での平均がその相の
スピン平均となり、極小点の xµ は熱平衡の類似度 mµ と一致する。有限 N の無条件の Gibbs
平均はスピン反転対称性により零であり、ここでの条件付き平均とは区別する。従って四極
小は二つのパターンとその符号反転を想起する状態である。[1] の Tc = 4J とこの模型の境界
T = 1 は別のハミルトニアンの値である。
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物理工学専攻院試解答集
2027 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

[1.1] 振動子の応答
電場方向の単位ベクトルを ex とする。u(t) = u0exe

−iωt を (1)に代入すると、d2u/dt2 = −ω2u
より

m(ω2
0 − ω2)u0 = qE0, P0 = Nqu0 =

Nq2E0

m(ω2
0 − ω2)

. (1)

この定常調和応答は ω ̸= ω0 に限る。減衰のないモデルでちょうど ω = ω0 とすると振幅が有
限な同じ周波数の定常解はなく、式の発散をそのまま有限の分極と解釈できない。

[1.2] 誘電率とその符号
以後、振動子の強さを周波数の二乗で表した

Ω2
p ≡

Nq2

ε0m
> 0 (2)

を使う。[1.1] のベクトル関係 P = ε0Ω
2
pE/(ω2

0 − ω2) を誘電率の定義に入れると

ε(ω) = ε0

(
1 +

Ω2
p

ω2
0 − ω2

)
= ε0

ω2
0 +Ω2

p − ω2

ω2
0 − ω2

. (3)

ω > 0 で分母と分子の符号が異なるのは

ω0 < ω <
√
ω2
0 +Ω2

p (4)

である。下端は共鳴点、上端は ε = 0 なので、いずれも「負」には含まない。

[1.3] 誘電体中の固有モード
(4) の回転をとり (3) を代入すると

∇× (∇×E) = iωµ0∇×H = µ0ω
2(ε0E + P ). (5)

一様な誘電体で ε(ω) ̸= 0 なら、(5) の ∇ ·D = ε(ω)∇ ·E = 0 から k ·E0 = 0。したがって (2)
の平面波について二重回転の左辺は k2E となる。非零の横電場では

P =

(
k2

µ0ω2
− ε0

)
E , c2k2 = ω2 ε(ω)

ε0
= ω2

(
1 +

Ω2
p

ω2
0 − ω2

)
. (6)

1



最初の式はマクスウェル方程式による分極と電場の関係であり、[1.1] の振動子応答を加えたも
のが二番目の分散式である。
K = c2k2、X = ω2 と置き、分母を払うと

X2 − (K + ω2
0 +Ω2

p)X +Kω2
0 = 0. (7)

ゆえに、横波の二枝は

ω2
±(k) =

K + ω2
0 +Ω2

p ±
√

(K + ω2
0 +Ω2

p)
2 − 4Kω2

0

2
. (8)

判別式は (K − ω2
0)

2 +2Ω2
p(K + ω2

0) +Ω4
p > 0 で、k > 0 なら二根は正である。k = 0 では下枝は

ω− = 0、上枝は
√
ω2
0 +Ω2

p となる。

なお ε(ω) = 0 では (5) から横波条件を導けない。このとき ω =
√
ω2
0 +Ω2

p、E ∥ k、H = 0

の縦の分極振動も (3)–(6) を満たす。式 (8) は非零横電場の分散を表す。

[1.4] 大きな波数での二枝
K ≫ ω2

0,Ω
2
p では、(8) の根の和と積から先頭項が分かる。設問で指定された三つの記号で表す

答えは
ω+ ≃ ck, ω− ≃ ω0 . (9)

根の和と積を順に展開すると

ω2
+ = K +Ω2

p +O(K−1), ω2
− = ω2

0

(
1−

Ω2
p

K
+O(K−2)

)
. (10)

平方根を一次まで展開した結果は

ω+ = ck +
Ω2
p

2ck
+O(k−3), ω− = ω0

(
1−

Ω2
p

2c2k2
+O(k−4)

)
. (11)

この次項の係数には Ω2
p = Nq2/(ε0m) が現れる。ck と ω0 はいずれも角周波数の次元を持ち、

k → ∞ で補正はそれぞれの先頭項に比べて消える。

[2.1] 界面の連続条件と電場成分
図のように界面の上を真空、下を誘電体とし、α0, α1 は局在のため正の実数とする。

z

x

真空 ε0

誘電体 ε(ω)

k∥

e−α0z

eα1z

2



[1] の無源 Maxwell 方程式を界面をまたいで用いる。(4) を界面を横切る微小ループで積分す
ると接線電場が連続し、(5) を薄い円柱で積分すると自由表面電荷がない場合の法線電束密度
が連続する。場が界面近傍で有限なら、縮小極限でループ短辺の線積分、ループの磁束、円柱
側面の電束は消える。y 成分は (7), (8) により零だから、z = 0 では

E0x = E1x , ε0E0z = ε(ω)E1z . (12)

真空側では ε0 ̸= 0 なので、(5) と (7) から ik∥E0x − α0E0z = 0 を得る。媒質側では ε = 0 の可
能性を先に除かず、(3), (4)から得る二重回転方程式の x成分を用いる。(8)と α2

1 = k2∥ − εµ0ω
2

を代入すると

−α1(α1E1x − ik∥E1z) = εµ0ω
2E1x =⇒ ik∥E1x + α1E1z = 0. (13)

局在条件 α0 > 0 から k2∥ > ε0µ0ω
2 であり、k∥ ̸= 0 である。従って

E0z =
ik∥

α0
E0x , E1z = −

ik∥

α1
E1x . (14)

法線成分の符号が逆なのは、両側で指数の z 微分の符号が逆だからである。ε = 0 なら式(12)の
法線電束の連続性から E0z = 0、式(14)と接線電場の連続性から他の電場成分も零となる。従
って (7), (8) の形の非零の局在表面波ではこの場合を除ける。

[2.2] 表面波の条件
(14) を (12) に入れ、非零の E0x = E1x と k∥ を消すと

ε0
α0

+
ε(ω)

α1
= 0, すなわち ε(ω) = −ε0

α1

α0
. (15)

α0, α1 > 0 なので少なくとも ε(ω) < 0 が必要である。実際の存在範囲は両側の減衰条件を合わ
せて [2.4] で決める。

[2.3] 界面に沿う波数
(15) より α1 = −εα0/ε0。両辺の二乗と α2

0 = k2∥ − ε0µ0ω
2、α2

1 = k2∥ − εµ0ω
2 を組み合わせると

(ε20 − ε2)k2∥ = ε0εµ0ω
2(ε0 − ε). (16)

ε ̸= ε0 として共通因子を除き、正方向へ伝わる根を選べば

k∥ = ω

√
µ0ε0ε(ω)

ε0 + ε(ω)
=

ω

c

√
ε(ω)

ε0 + ε(ω)
. (17)

これは ε < −ε0 の範囲で実数かつ k∥ > ω/c となり、真空側でも減衰する。

[2.4] 表面波が存在する周波数
(17) を α2

0 = k2∥ − ω2/c2 に入れると

α2
0 =

ω2

c2
−ε0
ε+ ε0

. (18)
3



α2
0 > 0 と [2.2] の ε < 0 を両立する条件は ε < −ε0。このとき α1 = −εα0/ε0 > 0 も満たす。

[1.2] の誘電率を代入すると

1 +
Ω2
p

ω2
0 − ω2

< −1 ⇐⇒ ω0 < ω <

√
ω2
0 +

Nq2

2ε0m
. (19)

下端 ω0 では無減衰振動子の定常応答が発散するうえ、真空側の α0 → 0 で局在性も失う。上
端では ε → −ε0 に伴い k∥ が無限大になる。よって両端を除く。[1.2] の ε < 0 の帯域のうち、
この狭い範囲だけが真空・誘電体の両側へ減衰する表面波を与える。
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