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[1.1] 電子の運動方程式
電子の電荷は −e なので、電場による力は −eE である。ポテンシャルの勾配を加えると、減衰
のない運動方程式は

mü = −∇uV − eE = −m
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成分ごとには müj +mω2
juj = −eEj であり、ωx = ωy = ωα, ωz = ωβ と置ける。

[1.2] 誘電率テンソル
定常解を uj(t) = uj,0e

−iωt と置く。üj = −ω2uj だから [1.1] より

uj = − e

m(ω2
j − ω2)

Ej .

共振点 ωj = ω は問題の条件で除かれている。P = −ρeu を D = ϵ0E + P に代入すると
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電子密度を 0 にすると真空の ϵ0I に戻る。分母の符号は共振周波数との大小に依存し、[2] の
ϵn > ϵa > ϵ0 は別途与えられた条件である。

[2] 座標と二つの透過波
原本図 1 に合わせ、境界を z = 0、結晶を z > 0 とする。x は右、z は図で下向き、y は紙面手
前を向く。以下の角は z 軸から右側へ測り、透過波の kz は正とする。
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この図は進行方向の関係を示す模式図で、矢印の長さは波数の大きさを表さない。

[2.1] 境界に沿う位相の一致
境界 z = 0 では各平面波の位相は kxx− ωt となる。接線方向の電場・磁場の連続条件がすべて
の x, t で成り立つには、非零の入射・反射・透過振幅の位相が一致しなければならない。した
がって

ki,x = kr,x = kt1,x = kt2,x.

図の斜入射の透過枝では ktj,x = |ktj | sinϕtj > 0 であり、垂直入射ではこの成分は零となる。位
相一致から

sinϕt1 =
|ki|
|kt1|

sinϕi, sinϕt2 =
|ki|
|kt2|

sinϕi.

[2.2] 平面波の電場と電束密度
ei(k·r−ωt) の共通因子を外すと、問題の Maxwell 方程式は

k ×E = µ0ωH, k ×H = −ωD

となる。第一式を第二式に代入し、三重積を展開すれば

k × (k ×E) = −µ0ω
2D

= (k ·E)k − |k|2E.

ゆえに e = k/|k| を用いて
D =

|k|2

µ0ω2
[E − (e ·E)e] .

この式から k ·D = 0 も直ちに分かる。異方性媒質では一般に k ·E = 0 とは限らない。

[2.3] S 偏光の波数
S 偏光では E = Eyey が入射面に垂直なので、e ·E = 0。一方、結晶中では Dy = ϵnEy である。
[2.2] の y 成分を非零の Ey で割ると

ϵn =
|kt1|2

µ0ω2
, |kt1| = ω

√
µ0ϵn.
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[2.4] S 偏光の光線方向
Maxwell の式から Ht1,0 = (kt1 ×Et1,0)/(µ0ω)。kt1 ·Et1,0 = 0 なので三重積により

Et1,0 ×Ht1,0 =
|Et1,0|2

µ0ω
kt1.

係数は正であり、光線は波数と平行である。したがって求める角は

ϕt1.

[2.5] P 偏光の波数
kt2 = k(sinϕt2, 0, cosϕt2)、Et2,0 = (Ex, 0, Ez) と置く。k ·D = 0 と Dx = ϵnEx, Dz = ϵaEz より

ϵn sinϕt2Ex + ϵa cosϕt2Ez = 0,
Ez

Ex
= −ϵn

ϵa
tanϕt2.

ここで Ex ̸= 0 であり、cosϕt2 > 0 の透過枝を使った。[2.2] を x 成分に適用すると

ϵnEx =
k2

µ0ω2

(
cos2 ϕt2Ex − sinϕt2 cosϕt2Ez

)
.

上の比を代入し、正の平方根を採用して

|kt2| = ω

√
µ0ϵnϵa

ϵa cos2 ϕt2 + ϵn sin2 ϕt2
.

ϕt2 = 0 なら電場は x 方向で k = ω
√
µ0ϵn となり、[2.3] に一致する。

[2.6] P 偏光の光線方向
Ht2,0 = Hyey であり、Maxwell の式から

Hy =
k

µ0ω
(cosϕt2Ex − sinϕt2Ez) .

Ez/Ex ≤ 0 かつ cosϕt2 > 0 なので Hy/Ex > 0。したがって

Et2,0 ×Ht2,0 = Hy(−Ez, 0, Ex), tan θt2 =
−EzHy

ExHy
.

[2.5] の電場成分比を使えば
tan θt2 =

ϵn
ϵa

tanϕt2.

ϵn > ϵa かつ ϕt2 > 0 なら光線は位相法線より x 側へ傾く。ϵn = ϵa の等方極限では二方向は一
致する。
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