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質点の質量を m、自然角周波数を ω0、粘性抵抗係数を ζ とする。バネによる復元力は −mω2
0x であるか

ら、両部分で用いる運動方程式は
mẍ(t) + ζẋ(t) +mω2

0x(t) = f(t). (1)
位置の正方向は自然長の位置を原点とする x 軸の正方向とする。

[1.1] 周期外力に対する定常解
この節では周期外力 f(t) = F0e

iΩt（Ω > 0）を加える。外力と同じ時間因子をもつ定常解 x(t) = X0e
iΩt を

式(1)に代入する。ẋ = iΩx、ẍ = −Ω2x なので
{m(ω2

0 − Ω2) + iζΩ}X0 = F0.

ζ > 0 かつ Ω > 0 で分母はゼロにならない。したがって、過渡項が減衰した後の複素表示は

x(t) =
F0e

iΩt

m(ω2
0 − Ω2) + iζΩ

. (2)

実際の位置が必要なら、この複素式の実部を取る。

[1.2] 応答関数の実部と虚部
式(2)を f(t) = F0e

iΩt で割り、分母の共役複素数を掛ける。D(Ω) = m2(ω2
0 − Ω2)2 + ζ2Ω2 > 0 とおくと

ε =
m(ω2

0 − Ω2)− iζΩ

D(Ω)
, ε′ =

m(ω2
0 − Ω2)

D(Ω)
, ε′′ = − ζΩ

D(Ω)
. (3)

eiΩt を選んだため減衰項は分母で +iζΩ となり、Ω > 0 で ε′′ < 0 である。固有角周波数 Ω = ω0 では ε′ = 0、
−ε′′ = 1/(ζω0) となる。

[1.3] 弱減衰・近共鳴での概形と極値
∆ = Ω−ω0、γ = ζ/(2m) とおく。弱減衰 γ ≪ ω0 かつ |∆| ≪ ω0 の範囲では ω2

0 −Ω2 ≃ −2ω0∆、ζΩ ≃ ζω0 だ
から

ε′ ≃ − ∆

2mω0(∆2 + γ2)
, −ε′′ ≃ γ

2mω0(∆2 + γ2)
. (4)

第一式を ∆ で微分すると極値条件は ∆2 = γ2 である。よって ε′ の正の極大は Ω ≃ ω0 − γ、負の極小は
Ω ≃ ω0 + γ にある。第二式は ∆ = 0 で極大となる。下図は横軸を ∆/γ とする近共鳴領域の概形であり、縦
軸は両関数に共通の A = 1/(2mω0γ) で割っている。

[2.1] 平均二乗変位
ここから x, f は実数であり、角括弧は定常状態のアンサンブル平均を表す。問題で与えられた平均零 ⟨f⟩ = 0
と同時刻の x(t), f(t) の無相関を用いる。式(1)に x(t) を掛けて平均すると

m⟨xẍ⟩+ ζ⟨xẋ⟩+mω2
0⟨x2⟩ = ⟨xf⟩ = ⟨x⟩⟨f⟩ = 0.
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Figure 1: 近共鳴の ε′ と −ε′′。左右の横軸の原点は Ω = ω0 に対応する。

定常状態では d⟨x2⟩/dt = 0 より ⟨xẋ⟩ = 0。また d⟨xẋ⟩/dt = ⟨ẋ2 + xẍ⟩ = 0 より ⟨xẍ⟩ = −⟨ẋ2⟩ = −v2 とする。
ここで v = ẋ、v2 はその二乗の定常平均である。したがって

⟨x(t)2⟩ = v2

ω2
0

. (5)

[2.2] フーリエ変換とパワースペクトル
原本の無限時間表示 X(ω) =

∫∞
−∞ x(t)e−iωt dt と F (ω) =

∫∞
−∞ f(t)e−iωt dt を形式的に用いると、時間微分

のフーリエ変換は iωX、二階微分は −ω2X となる。定常雑音のスペクトルは、長さ T > 0 の観測窓で
XT (ω) =

∫ T/2

−T/2
x(t)e−iωt dt と FT (ω) =

∫ T/2

−T/2
f(t)e−iωt dt を定め、Ix(ω) = limT→∞⟨|XT (ω)|2⟩/T、If (ω) =

limT→∞⟨|FT (ω)|2⟩/T と読む。有限窓では部分積分により、D(ω) = m(ω2
0 − ω2) + iζω として

D(ω)XT (ω) = FT (ω)−
[
e−iωt{mẋ(t) + (ζ + imω)x(t)}

]T/2

−T/2
.

定常な x, ẋの二乗平均が有限なら、角括弧内の端点項の二乗平均は T に依存せず有界である。⟨|FT |2⟩ = O(T )
のとき、端点項と FT の交差項も Cauchy–Schwarz の不等式で O(

√
T ) だから、T で割るスペクトルの極限に

は寄与しない。したがって、形式的な無限時間の関係と、それが表す定常スペクトルは

X(ω) =
F (ω)

m(ω2
0 − ω2) + iζω

, Ix(ω) =
If (ω)

m2(ω2
0 − ω2)2 + ζ2ω2

. (6)

後の白色入力では ⟨|FT |2⟩ = IT となり、上の条件を満たす。

[2.3] 変位の相関関数
白色揺動力の相関 ⟨f(t)f(t+τ)⟩ = Iδ(τ)（I > 0）をフーリエ変換すると、If (ω) =

∫∞
−∞⟨f(t)f(t+τ)⟩e−iωτ dτ = I

となる。先に定めた減衰率 γ = ζ/(2m) を再び用い、問題の条件 γ < ω0 のもとで ω1 =
√

ω2
0 − γ2 > 0 とおけ

ば
Ix(ω) =

I/m2

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

. (7)

逆変換を具体的に確認するため、g(τ) = e−γ|τ |{cos(ω1τ)+(γ/ω1) sin(ω1|τ |)}とおく。g は偶関数であり、γ > 0
を用いた指数・三角関数の積分から∫ ∞

−∞
g(τ)e−iωτ dτ = 2

∫ ∞

0

e−γτ

(
cosω1τ +

γ

ω1
sinω1τ

)
cosωτ dτ =

4γω2
0

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

.

原本の逆変換 Cx(τ) = (2π)−1
∫
Ix(ω)e

iωτ dω と式(7)を照合し、4m2γω2
0 = 2ζmω2

0 を使うと

⟨x(t)x(t+ τ)⟩ = I

2ζmω2
0

e−ζ|τ |/(2m)

[
cos(ω1τ) +

ζ

2mω1
sin(ω1|τ |)

]
. (8)

相関は τ の偶関数で、|τ | → ∞ でゼロに減衰する。τ = 0 では括弧が 1 となる。
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[2.4] 揺動力の強さと平均二乗速度
式(8)に τ = 0 を入れると ⟨x2⟩ = I/(2ζmω2

0)。これを式(5)と比較し、ω0 > 0 を用いて

I = 2ζmv2 . (9)

両辺の次元は「力の二乗 × 時間」で一致する。
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[1] 障壁より低いエネルギー 0 < E < V0

原題の A は左から入射する波の振幅、B は反射波、E は右へ透過する波の振幅である。障壁の
左右でポテンシャルは同じなので両側の進行波数は k、障壁内の減衰定数は γ である。

[1.1] x = −a の接続
有限の段差では波動関数とその一階導関数が連続する。左側の Aeikx + Be−ikx と内部の
Ceγx +De−γx を x = −a に代入して

Ae−ika +Beika = Ce−γa +Deγa, (1)
ik
(
Ae−ika −Beika

)
= γ

(
Ce−γa −Deγa

)
. (2)

この二式が求める関係である。

[1.2] x = a の接続
内部解と右側の Eeikx に同じ条件を課すと

Ceγa +De−γa = Eeika, (3)
γ
(
Ceγa −De−γa

)
= ikEeika. (4)

これが残る二式である。以下ではこれらを使って A/E と B/E を得る。

[1.3] 透過率 T1

式(3), (4) を加減すると

Ceγa =
Eeika

2

(
1 +

ik

γ

)
, De−γa =

Eeika

2

(
1− ik

γ

)
.

これを式(1), (2) に代入し、二式の和と差を取る。反射波については原題の式 (3) に一致する
B

E
=

(ik − γ)(ik + γ)

4ikγ
e−2γa − (ik + γ)(ik − γ)

4ikγ
e2γa

= −ik
2 + γ2

2kγ
sinh(2γa). (5)

同じ計算で
A

E
= e2ika

[
cosh(2γa) + i

γ2 − k2

2kγ
sinh(2γa)

]
. (6)
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左右の波数が等しいため、入射・透過確率流の比は T1 = |E/A|2 である。式(6) の絶対値を取っ
て cosh2 u− sinh2 u = 1 を使えば

T1 =

[
1 +

(k2 + γ2)2

4k2γ2
sinh2(2γa)

]−1

. (7)

実際、式(5)から |B/A|2 = |B/E|2T1 となり、式(7)は反射率と透過率の和が 1 であることとも一
致する。

[1.4] γ/k ≪ 1 かつ aγ ≪ 1

sinh(2γa) = 2γa+O((γa)3) であり、(k2 + γ2)2/k4 = 1+O((γ/k)2) である。式(7) の角括弧内の
増分は、相対誤差 O((γ/k)2 + (aγ)2) で k2a2 となる。従って

T1 ≃
1

1 + k2a2
(γ/k ≪ 1, aγ ≪ 1).

ここでは ka の大小は指定されておらず、この因子をさらに展開しない。

[1.5] aγ ≫ 1

sinh2(2γa) ≃ e4γa/4 を式(7) に入れる。指数項が支配的になるので

T1 ≃
16k2γ2

(k2 + γ2)2
e−4γa (aγ ≫ 1).

指数 4γa は障壁の幅 2a を確率（振幅二乗）で評価した結果である。

[2] 障壁より高いエネルギー E > V0

[2.1] 透過率 T2(E)

障壁の内部も進行波となり、その波数は q =
√

2m(E − V0)/h̄ である。両境界を連続につないで
得た式(7)で γ = iq と置いてもよい。sinh(2iqa) = i sin(2qa) と k2 − q2 = 2mV0/h̄

2 から

T2(E) =

[
1 +

V 2
0

4E(E − V0)
sin2

(
2a
√
2m(E − V0)

h̄

)]−1

, E > V0. (8)

[2.2] 概形と極大
式(8) の角括弧内で正弦二乗以外の因子は正である。従って T2 ≤ 1 であり、全ての透過率 1 の
極大は

2a
√
2m(E − V0)

h̄
= nπ ⇐⇒ E = V0 +

n2π2h̄2

8ma2
, n = 1, 2, . . . . (9)

これら以外に局所極大もない。z = 2aq、β = 8ma2V0/h̄
2 > 0 と置くと、逆透過率の正の増分は

T−1
2 − 1 =

β2 sin2 z

4z2(z2 + β)
. (10)
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0 < z < π では sin z/z も 1/(z2+β)も減少するため、T2 に内部の極大はない。nπ < z < (n+1)π
（n ≥ 1）では、この正の増分の対数微分の半分は

h(z) = cot z − 1

z
− z

z2 + β
, h′(z) = − csc2 z + 1

z2
+

z2 − β

(z2 + β)2
< −1 +

2

π2
< 0. (11)

h は区間の左端で +∞、右端で −∞ へ向かうので、零点は一つだけである。その点は逆透過率
の極大、すなわち T2 の谷である。従って共鳴点以外に局所極大はない。
n = 0 は E = V0 であり、指定された E > V0 の範囲外である。境界の片側極限は sin z ∼ z か
ら

lim
E↓V0

T2 =

(
1 +

2mV0a
2

h̄2

)−1

.

また E ≫ V0 では振動する項の係数が O(V 2
0 /E2) となるため、T2 → 1 である。つまり共鳴の谷

も高エネルギーでは 1 へ近づく。

1 2 3 4 5
0

0.5

1

E/V0

T
2

Figure 1: 2a
√
2mV0/h̄ = 2π と選んだ場合の式(8) の概形。白丸は E = V0 の片側極限で、定義域

には含まれない。黒点は透過率 1 の共鳴である。

図 1は障壁の幅を一例に固定している。一般の幅ではピークの横位置は式(9) に従う。

[3] 右側が V (x) = −V1 の場合
[3.1] 透過率 T3 と反射率 R3

0 < E < V0、V1 > 0 の範囲を保つ。左側と障壁内の解は [1] と同じで、右側の透過波は Eeik1x

と書く。k1 =
√
2m(E + V1)/h̄ である。右境界 x = a では ψ(a) = Eeik1a、ψ′(a) = ik1Ee

ik1a。障
壁内では任意の点 x で

ψ(x) = ψ(a) cosh[γ(x− a)] +
ψ′(a)

γ
sinh[γ(x− a)],

ψ′(x) = γψ(a) sinh[γ(x− a)] + ψ′(a) cosh[γ(x− a)].

この二式に x = −a を代入して右境界の値を幅 2a だけ左境界まで運ぶと

ψ(−a) = Eeik1a
[
cosh(2γa)− i

k1
γ

sinh(2γa)
]
,

ψ′(−a) = Eeik1a [−γ sinh(2γa) + ik1 cosh(2γa)] .
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一方、左境界では ψ(−a) = Ae−ika +Beika、ψ′(−a) = ik(Ae−ika −Beika) である。和と差を解く
と

2Ae−ika

Eeik1a
=

(
1 +

k1
k

)
cosh(2γa) + i

(
γ

k
− k1
γ

)
sinh(2γa), (12)

2Beika

Eeik1a
=

(
1− k1

k

)
cosh(2γa)− i

(
γ

k
+
k1
γ

)
sinh(2γa). (13)

進行波 Feipx の確率流は h̄p|F |2/m である。右側の速度が違うため、透過率には k1/k が掛かる。
式(12), (13) の絶対値から

T3 =
k1
k

∣∣∣∣EA
∣∣∣∣2 = 4kk1

(k + k1)2 cosh2(2γa) + (γ − kk1/γ)2 sinh2(2γa)
. (14)

R3 =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 = (k − k1)

2 cosh2(2γa) + (γ + kk1/γ)
2 sinh2(2γa)

(k + k1)2 cosh2(2γa) + (γ − kk1/γ)2 sinh2(2γa)
. (15)

二式の分母から R3 の分子を引くと 4kk1(cosh2− sinh2) = 4kk1 となり、R3 + T3 = 1 が確かめら
れる。また k1 = k とすれば式(7)に戻る。

[3.2] E 固定で V1 → ∞

V1 を大きくすると k1 → ∞だが、k, γ, aは固定される。式(14)の分母の主要項は k21[cosh2(2γa)+
(k/γ)2 sinh2(2γa)] なので

T3 ∼
4k

k1{cosh2(2γa) + (k/γ)2 sinh2(2γa)}
∝ V

−1/2
1 .

従って求める漸近値は lim
V1→∞

T3 = 0 である。右側への速度は増すが、その速度差に伴う反射が
強くなる。
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各スピンは σα ∈ {+1,−1}、結合定数は J ̸= 0 である。N 個のスピンのエネルギーは
E = −(J/N)

∑
α<β σασβ とし、各異なるペアを一度ずつ数える。

[1.1] N = 2 のエネルギーと縮退度
原題の式 (2) は E = −Jσ1σ2/2 である。同じ向きなら積は +1 で、(+,+), (−,−) の 2 通りが
ある。逆向きなら積は −1 で、(+,−), (−,+) の 2 通りがある。従って J ̸= 0 のもとで、取りう
る値をすべて挙げると

E W

σ1 = σ2 −J/2 2
σ1 = −σ2 J/2 2

である。縮退度の和 2 + 2 = 22 は全配置数と一致する。

[1.2] N = 3 のエネルギーと縮退度
3 スピンでは E = −(J/3)(σ1σ2 + σ2σ3 + σ1σ3) である。すべて同じ向きなら括弧内の三つの積
はすべて +1 となる。配置は全上向きと全下向きの 2 通りである。1 個だけ他の 2 個と逆向き
なら、同じ向きのペアが 1 組、逆向きのペアが 2 組なので、積の和は 1− 1− 1 = −1 となる。
逆向きの 1 個の選び方が 3 通り、その向きが 2 通りある。よって

E W

全スピンが同じ向き −J 2
1 個だけ逆向き J/3 6

を得る。2 + 6 = 23 で全配置を数え尽くしている。

[1.3] N = 3 の基底状態
J > 0 なら −J < J/3 なので全スピンが同じ向きの配置が基底状態であり、W = 2 。J < 0 な
ら J/3 < −J なので 1 個だけ逆向きの配置が基底状態であり、 W = 6 である。

[2.1] 一般の N に対するエネルギー
M を −1 向きのスピン数とすると、総スピンは ∑N

α=1 σα = N − 2M である。その二乗を展開
すると、σ2

α = 1 から

(N − 2M)2 =
N∑

α=1

σ2
α + 2

∑
α<β

σασβ = N + 2
∑
α<β

σασβ .
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二つ目の和は、順序の異なる同一ペアを重複して含まない。これを式 (1) に入れて

E(M) = − J

2N

[
(N − 2M)2 −N

]
, M = 0, 1, . . . , N

を得る。指定した M に対して −1 スピンの位置を選ぶ状態数は (
N
M

) である。ただし、M と
N −M のように異なる値が同じエネルギーを与えるとき、エネルギーの縮退度はそれぞれの
状態数を加えたものになる。

[2.2] 一般の N に対する基底状態
J > 0 では E(M) を最小にするには |N − 2M | を最大にする。M = 0, N が該当し、N ≥ 1 で

E = −J

2
(N − 1), W = 2 (J > 0) .

J < 0 では逆に |N − 2M | を最小にする。偶数 N では M = N/2 のみ、奇数 N では
M = (N − 1)/2, (N + 1)/2 の二つが該当する。従って

N が偶数 : E = J/2, W =

(
N

N/2

)
,

N が奇数 : E =
J(N − 1)

2N
, W = 2

(
N

(N − 1)/2

) (J < 0).

ここで奇数 N の二つの M は異なる配置集合を表す。N = 1 でも式は E = 0,W = 2 を与える。
また N = 2, 3 を代入すると [1.1]‒[1.3] の結果に戻る。

[3.1] エネルギー密度
以下は原題に従い N ≫ 1, J > 0、m = M/N、0 < m < 1/2 とする。[2.1] の厳密式を N で割
れば

E

N
= −J

2
(1− 2m)2 +

J

2N
.

最後の項は有限 N の補正である。大 N で求める関数の主項は
E

N
≃ −J

2
(1− 2m)2.

[3.2] エントロピー密度
M = Nm 個の −1 スピンを N 箇所から選ぶので、式 (4) で指定した磁化の配置数は W =

(
N
M

)
である。S = kB logW とし、原題の式 (5) を N,M,N −M に適用すると

S

N
=

kB
N

(
logN !− logM !− log(N −M)!

)
≃ −kB

[
m logm+ (1−m) log(1−m)

]
.

従って
S

N
≃ −kB

[
m logm+ (1−m) log(1−m)

]
.

この主項は N → ∞ で m を固定し、M と N −M がともに十分大きいときに得られる。J > 0
の同じエネルギーには m と 1−m の両方が対応するが、二枝を合算してもエントロピー密度
に加わるのは高々 kB log 2/N であり、この主項は変わらない。
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[3.3] 温度と m の関係
m を変化させると、[3.1] と [3.2] の主項の微分は

1

N

dE
dm = 2J(1− 2m),

1

N

dS
dm = kB log 1−m

m
.

0 < m < 1/2 ではどちらも正である。式 (6) をこの曲線に沿って用い、
1

T
=

dS/dm
dE/dm =

kB log[(1−m)/m]

2J(1− 2m)

から
T (m) =

2J(1− 2m)

kB log[(1−m)/m]
(0 < m < 1/2)

を得る。分母は正なので T > 0 であり、m → 0 で T → 0 となる。

[3.4] 低温の m

kBT ≪ J のとき原題の条件どおり m ≪ 1 とする。[3.3] を

log 1−m

m
=

2J

kBT
(1− 2m)

と書けば、左辺は先頭で − logm、右辺は先頭で 2J/(kBT ) である。従って、熱力学極限を先に
取った低温の支配項は

m ∼ exp
(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

等号ではなく漸近等価を用いるのは、元の式には m に依存する補正が残るためである。

[3.5] 低温のエントロピー
m ≪ 1 に対して −(1−m) log(1−m) = m+O(m2) なので、[3.2] は

S

N
= kB

[
m(1− logm) +O(m2)

]
.

[3.4] の − logm ∼ 2J/(kBT ) を代入すると

S

N
∼ kB

(
1 +

2J

kBT

)
exp

(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

括弧内の 1 は −(1−m) log(1−m) からの寄与である。さらに厳密な最先頭だけなら、括弧内
は 2J/(kBT ) に置き換えられる。

[3.6] 低温の熱容量
体積や外場など他の外部条件は変えていないので、C = T dS/dT を用いる。[3.5] で使ったエ
ントロピーを温度で微分するため、x = 2J/(kBT ) とおき、[3.3] の関係を微分する。

log 1−m

m
= x(1− 2m),

dm
dx = −m(1−m)(1− 2m)

1− 2xm(1−m)
∼ −m.
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ここで [3.4] より m ∼ e−x であり、xm → 0 を用いた。[3.2] のエントロピーから d(S/N)/dm =
kB log[(1−m)/m] なので、T d/dT = −x d/dx により

C

N
= −kBx log 1−m

m

dm
dx ∼ kBx

2e−x.

従って
C

N
∼ kB

(
2J

kBT

)2

exp
(
− 2J

kBT

)
(kBT/J → 0).

同じ結果は、E/N ≃ −J/2+ 2Jm と上の dm/dx を使い、C/N = d(E/N)/dT を計算しても得
られる。正の値で、T → 0 では指数的にゼロになる。

[4] 臨界温度
原題では T ≥ Tc の平衡状態が m = 1/2 である。[3.3] の式はこの点で分子と分母がともにゼロ
になるため、0 < m < 1/2 からの極限を取る。log[(1−m)/m] の m = 1/2 での一次微分は −4
だから、m → 1/2 では

log 1−m

m
= 2(1− 2m) +O

(
(1− 2m)3

)
.

従って
Tc = lim

m→1/2−
T (m) =

J

kB
.

これは N ≫ 1 の熱力学的な臨界温度である。有限 N の [2] に臨界特異点を主張するものでは
ない。
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物理工学専攻院試解答集
2025 年度物理学第 4 問

政岡凜太郎

以下では e > 0 とし、電子の電荷は −e である。N は電子数密度、m は電子質量、ε0 は真空
の誘電率、c は光速である。複素表示した電場の実部を物理的な電場とする。原題と同じく時
間依存は e−iωt であり、ω2

p = Ne2/(ε0m) とおく。

[1] 静磁場がないときの電子の運動方程式
電磁波の磁場による力と他粒子との相互作用は仮定により無視する。電子に働く力は電気力
−eE(z, t) だけなので、横方向の速度 v(z, t) は

m
∂v(z, t)

∂t
= −eE(z, t)

に従う。電子の熱運動は平均電流に寄与しない。

[2] 電流密度の時間微分
正イオンは静止しているので、電流密度は J = −Nev である。N は一様で時間に依存しない
から、[1] を用いて

∂J

∂t
= −Ne

∂v

∂t
=

Ne2

m
E = ε0ω

2
pE.

負電荷をもつ電子の速度と電流の向きが逆になるため、最後の係数は正である。

[3] 無磁場での分散関係と伝搬条件
使用する波動方程式と平面波は

∂2
zE − 1

c2
∂2
tE =

1

c2ε0
∂tJ , E = E0e

i(kz−ωt) (1)

である。代入すると、∂2
zE = −k2E、∂2

tE = −ω2E となる。[2] も代入して(
−k2 +

ω2

c2

)
E =

ω2
p

c2
E.

従って
k2 =

ω2 − ω2
p

c2
.

ω > ωp なら正の実波数 k =
√
ω2 − ω2

p/c を選べ、+z 方向の進行波は減衰せず長距離を伝搬す
る。0 < ω < ωp では k が純虚数となり、+z 側で有限な解は指数的に減衰する。ω = ωp では
k = 0 で進行しない。よって条件は ω > ωp である。
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[4] 静磁場中の電子の運動方程式
以下は原題後半の追加条件 Bz > 0、ω > ωc、ωp > ωc のもとで考える。静磁場を Bzez と
書く。横方向速度と静磁場の外積は v × Bzez = (Bzvy,−Bzvx, 0) であり、電子に働く力は
−e(E + v ×Bzez) となる。ωc = eBz/m を用いれば

∂vx
∂t

= − e

m
Ex − ωcvy,

∂vy
∂t

= − e

m
Ey + ωcvx.

ここで ez は +z 方向の単位ベクトルであり、各量の引数は (z, t) である。

[5] 導電率行列
J = −Nev を [4] の両式に代入し、e−iωt に比例する量の時間微分を −iω 倍に置き換えると(

−iω ωc

−ωc −iω

)(
Jx
Jy

)
= ε0ω

2
p

(
Ex

Ey

)
.

左の行列の行列式は ω2
c − ω2 ̸= 0 である。逆行列を掛けて原題の式 (4) の行列を求めると

σ =
ε0ω

2
p

ω2 − ω2
c

(
iω ωc

−ωc iω

)
.

例えば第 1行は Jx = ε0ω
2
p(iωEx+ωcEy)/(ω

2−ω2
c )となる。Bz をゼロに近づけると σ = iε0ω

2
pI/ω

に戻り、[2] の −iωJ = ε0ω
2
pE と一致する。

[6] 波動方程式の行列
式 (1) に式 (2) と J = σE を代入すれば

A =
ω2

c2
I + iω

c2ε0
σ, AE = k2E.

[5] の σ を入れて整理すると

A =
(ω
c

)2 [(
1−

ω2
p

ω2 − ω2
c

)
I −

ω2
pωc

ω(ω2 − ω2
c )

(
0 −i
i 0

)]
.

原題の式 (6) と比べて

α =
ω2
p

ω2 − ω2
c

, β =
ω2
pωc

ω(ω2 − ω2
c )
.

仮定 ω > ωc > 0 により β > 0 である。

[7] 固有波数、固有ベクトル、二モードの伝搬

式 (6) の非対角行列を H =

(
0 −i
i 0

)
と書く。直接掛け算すると、H(1,−i)T = −(1,−i)T、

H(1, i)T = (1, i)T である。β > 0 より前者の k2 が大きい。各固有空間の代表ベクトルと対応
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する固有値は
固有ベクトル k2

1√
2

(
1
−i

)
k2+ =

ω2

c2

(
1−

ω2
p

ω(ω + ωc)

)
1√
2

(
1
i

)
k2− =

ω2

c2

(
1−

ω2
p

ω(ω − ωc)

)

であり、それぞれの非零スカラー倍も固有ベクトルである。ω > ωc では k2+ > k2− なので、二
つとも +z 方向へ長距離伝搬する条件は、より小さい k2− が正になることである。すなわち

ω(ω − ωc) > ω2
p ⇐⇒ ω >

ωc +
√
ω2
c + 4ω2

p

2
.

等号では k− = 0 となり進行波ではない。条件を満たす場合、以後 k+, k− は上の固有値の正の
平方根とし、k+ > k− > 0 である。

[8] 直線偏光の回転
位置 z = 0 の x 方向の電場を E(0, t) = E0(1, 0)

Te−iωt とする。これは [7] の二つの固有ベクト
ルを等しい係数で重ねたものである。+z へ進む各モードにはそれぞれ eik+z、eik−z を掛ける。
従って

E(z, t) =
E0

2
e−iωt

[
eik+z

(
1
−i

)
+ eik−z

(
1
i

)]
.

ここで k̄ = (k+ + k−)/2、θ(z) = (k+ − k−)z/2 と書けば、和と差の公式によって同じ電場は

E(z, t) = E0e
i(k̄z−ωt)

(
cos θ(z)
sin θ(z)

)
.

z = 0 では θ = 0 で原題の式 (7) に戻る。二成分には共通の時間位相しか残らないため、実電場
はどの z でも直線偏光である。その偏光方向は z が増すにつれ +x から +y へ向けて回転し、
角度は θ(z) = (k+−k−)z/2だけ増える。偏光軸を向きの区別なしで見れば、長さ 2π/(k+−k−)
ごとに同じ向きに戻る。

x

y

z = 0

z > 0

θ(z)

偏光方向

図は 0 < θ(z) < π/2 の一例を示す。一般の z ではこの向きが連続して回転する。
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