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[1.1] 電子の運動方程式
電荷が −q なので、電場から受ける力は −qE(t) である。復元力と減衰力を加えた Newton の
式は

m
d2x

dt2
= −qE0e

−iωt −mω2
0x−mγ

dx

dt
.

[1.2] 定常応答
x(t) = x0e

−iωt とすると、ẋ = −iωx、ẍ = −ω2x である。運動方程式に代入し、x0 をまとめる
と (

ω2
0 − ω2 − iγω

)
x0 = − q

m
E0, x0 = − qE0

m
[
(ω2

0 − ω2)− iγω
] .

ここで減衰項の −iγω は、与えられた e−iωt 規約から決まる。

[1.3] 複素感受率
単位体積当たりの分極振幅は

P 0 = −Nqx0 =
Nq2

m[(ω2
0 − ω2)− iγω]

E0 = ε0χE0.

C = Nq2/(ε0m), A = ω2
0 − ω2, B = γω とおき、分母に共役複素数を掛けると

χ = C
A+ iB

A2 +B2
, χR =

Nq2

ε0m

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

, χI =
Nq2

ε0m

γω

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

.

実場の周期平均を取ると ⟨E · ∂tP ⟩ = ε0ωχI |E0|2/2 > 0 となる。従って正の χI はこの時間規
約で受動媒質の吸収に対応する。

[1.4] χR の周波数依存性
ω < ω0 では χR > 0、ω = ω0 で零を通り、ω > ω0 では負となる。共鳴近傍では正負の分散形
となり、高周波では χR → 0− である。図は γ/ω0 = 0.12 の例で、縦軸は正の尺度 C/(2γω0) で
規格化した概形である。
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ω/ω0

χR/[C/(2γω0)]

1 (ω = ω0)

0

[2.1] 境界での接線電場
Faraday の法則 ∇×E = −∂tB を、長辺が y 方向で境界をまたぐ微小長方形に積分する。短
辺の線積分は ∆z → 0 で消え、磁束の時間変化も面積 O(∆y∆z) に比例して消える。したがっ
て上下の長辺の寄与が等しくなり、Ey(z = 0+) = Ey(z = 0−) を得る。面上では共通の時間因
子を省いて

E0e
ik sin θ0x + EmeiKmxx = Ete

iKtxx .

この関係は境界面上のすべての x で成り立つ。

[2.2] 接線波数の一致
境界に沿った位相が任意の x で一致する必要があるため、入射・反射・透過波の接線成分は等
しい。よって

Kmx = Ktx = k sin θ0 .

[2.3] Maxwell 方程式と分散関係
自由電荷がなく一様な各媒質内では ∇ ·D = 0 なので ∇ ·E = 0 である。Faraday の法則の両
辺に回転を作用させ、B = µ0H、∇×H = ∂tD、D = ε0(1 + χ)E を順に代入すると

∇× (∇×E) = −µ0
∂

∂t
(∇×H)

= −µ0ε0(1 + χ)
∂2E

∂t2
.

二重回転の公式と ∇ ·E = 0 より左辺は −∇2E なので、

∇2E = µ0ε0(1 + χ)
∂2E

∂t2

を得る。真空では χ = 0。平面波を代入すれば

k2 = ε0µ0ω
2 , K2

mx +K2
mz = k2 , K2

tx +K2
tz = (1 + χ)k2 .

[2.4] 反射波の法線成分
反射波は真空内で +z 方向へ進み、その波数の大きさは k である。接線成分を [2.2] に代入す
ると

Kmz = +
√
k2 − k2 sin2 θ0 = k cos θ0 .
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[2.5] 臨界角と透過波の枝
Ktx = k sin θ0 を誘電体の分散関係に代入すると

K2
tz = k2(1 + χ− sin2 θ0) = k2(χ+ cos2 θ0).

境目 Ktz = 0 は sin2 θc = 1 + χ、すなわち

θc = arcsin
√
1 + χ = arccos

√
−χ .

θ0 < θc では透過波は誘電体の深部 z < 0 へ伝わる。したがって負の法線成分を選び

Ktz = −k

√
1 + χ− sin2 θ0 (θ0 < θc) .

θ0 > θc では Ktz は純虚数となる。κ = k
√

sin2 θ0 − (1 + χ) > 0 と置く。場の依存性は eiKtzz

で、媒質は z ≤ 0 にあるので、z → −∞ で減衰する枝は Ktz = −iκ である：

Ktz = −ik
√

sin2 θ0 − (1 + χ) (θ0 > θc) .

実際 eiKtzz = eκz = e−κ|z| となる。逆の虚数符号では負の z へ進むにつれて場が増大する。

[2.6] 1/e 減衰深さ
振幅が境界値の 1/e となる深さの大きさ z0 = |z| は e−κz0 = e−1 より

z0 =
1

k
√

sin2 θ0 − (1 + χ)
=

1

k
√

−χ− cos2 θ0
, 0 ≤ cos2 θ0 < −χ.

固定した χ では z0 は cos2 θ0 とともに増え、臨界値 cos2 θc = −χ に下側から近づくと発散す
る。図は無次元変数 u = cos2 θ0/(−χ) を用いて形を示す。

u = cos2 θ0/(−χ)

√
−χkz0

0 1 (cos2 θc = −χ)

1
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