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[1] 次元の確認
密度 ρ の次元は ML−3、体積の次元は L3、加速度の次元は LT−2 である。従って運動方程式の
左辺は力の次元

[ρ∆V ∂2
t u] = (ML−3)L3(LT−2) = MLT−2.

F は単位体積当たりの力なので [F ] = ML−2T−2 であり、[F∆V ] = MLT−2 となる。両辺の次
元は一致する。

[2] 下面に働く力
上面と下面が接する媒質の微小面に働く力は、作用・反作用により等しい大きさで逆向きであ
る。上面の外向き法線は +x3 方向で、その応力ベクトルが p(3)(x′, t) である。従って隣接する
体積素が共有面を通じて下面に及ぼす応力ベクトルは

−p(3)(x′′, t). (1)

この符号は、面の法線を反転したことに対応する。

[3] 面応力の合力
xk に垂直な正側の面と負側の面が x1 方向に及ぼす力の差は[

p
(k)
1

(
x+

∆xk
2

ek, t

)
− p

(k)
1

(
x− ∆xk

2
ek, t

)]
∆Ak, ∆Ak =

∏
r ̸=k

∆xr.

微小量の一次まで Taylor 展開すると、これは ∂p
(k)
1 /∂xk ∆xk∆Ak である。∆xk∆Ak = ∆V だか

ら、k = 1, 2, 3 の三対の面を足し、体積で割ると

F1(x, t) =
3∑

k=1

∂p
(k)
1 (x, t)

∂xk
. (2)
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[4] 等方弾性体の運動方程式
Fj =

∑
k ∂kp

(k)
j と構成式を用いると

Fj =
1

2

∑
k,m,n

cjkmn∂k(∂num + ∂mun) (3)

=
λ

2

∑
k,m,n

δjkδmn∂k(∂num + ∂mun) (4)

+
µ

2

∑
k,m,n

(δjmδkn + δjnδkm)∂k(∂num + ∂mun). (5)

各 Kronecker の縮約を行う。λ 項では δjkδmn が k = j,m = n を選び、λ∂j
∑

m ∂mum となる。二
つの µ 項はそれぞれ

µ

2

∑
k

(∂2
kuj + ∂k∂juk) (6)

となるため、合わせて µ∇2uj + µ∂j(∇ · u) を与える。従って

ρ
∂2u

∂t2
= µ∇2u+ (λ+ µ)∇(∇ · u), A = λ+ µ . (7)

[5] 縦波・横波の位相速度
縦波の平面波 u = u0e

i(k·x−ωt) では u0 ∥ k なので ∇2u = −k2u と ∇(∇ ·u) = −k2u である。運
動方程式から

ρω2 = (λ+ 2µ)k2, vl =

√
λ+ 2µ

ρ
.

横波では k · u0 = 0 で発散項が消えるため

ρω2 = µk2, vt =

√
µ

ρ
.

[6] 横波のみの反射
構成式を表面法線 x2 について縮約すると

p
(2)
1 = µ(∂2u1 + ∂1u2), p

(2)
2 = λ∇ · u+ 2µ∂2u2 (8)

である。入射波と反射波の境界上の位相をそれぞれ f = ei(kt sinαtx1−ωtt)、f ′ = ei(k
′
t sinα′

tx1−ω′
tt) と

書く。横波の偏極ベクトルと波数ベクトルを代入すると

p
(2)
1 = −iµ

[
kt cos(2αt)utf+k′t cos(2α′

t)u
′
tf

′], p
(2)
2 = 2iµ

[
kt sinαt cosαt utf−k′t sinα′

t cosα′
t u

′
tf

′].
(9)

任意の x1, t で非零の応力成分同士が相殺するには、両者の周波数と接線波数が等しくなければ
ならない。αt = π/4 で p

(2)
1 の係数が消える場合も、p

(2)
2 の係数は非零である。境界 x2 = 0 上

の位相は、位置 x1 と時刻 t に依存する因子 ei(qx1−ωt) で決まる。時間に依らない平面境界では、
入射波と反射波の周波数が等しく、境界上の接線方向波数も等しい。従って

ω′
t = ωt, k′t sinα′

t = kt sinαt. (10)
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同じ媒質中の横波であるから k′t = ω′
t/vt = kt であり、角度範囲から

α′
t = αt, ω′

t = ωt, k′
t = kt(sinαt,− cosαt)

T . (11)

これは自由表面の全境界条件に対する位相整合である。p(2)1 だけを見るとその横波成分は cos 2αt

に比例するため、αt = π/4 ではこの応力成分が位相整合の情報を持たない。この場合は、同じ
く自由端条件に含まれる p

(2)
2 = 0 が非零の成分を与え、式(10)を課す。

[7] 横波だけで反射する角度
以下、式(10)により境界上で共通の位相因子をくくる。横波の発散はゼロであり、二つの表面応
力成分は

p
(2)
1 = −iµkt cos(2αt)(ut + u′t), (12)

p
(2)
2 = 2iµkt sinαt cosαt(ut − u′t). (13)

角度が αt = 0 のとき、式(13)は自動的にゼロであり、式(12)を満たす反射振幅は

u′t = −ut (αt = 0) . (14)

この法線入射枝を、式(13)を因子で割るときに落としてはならない。
一方、0 < αt < π/2 では式(13)から u′t = ut。これを p

(2)
1 = 0 に代入すると cos 2αt = 0 なので

αt =
π

4
(0 < αt < π/2) . (15)

従って問題の範囲における全ての入射角は 0 と π/4 である。
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図 1: 自由表面での入射横波と、媒質内へ進む反射横波・縦波。λ = µ、αt = 30◦、α′
l = 60◦ の伝

搬波の例。波数ベクトルの長さと接線成分は各波の速度と位相整合条件に合わせた。角度は表
面の法線から測る。

[8] 接線方向波数の一致
境界 x2 = 0 で応力を評価すると、各波の位相因子は ei(kxx1−ωt) となる。自由表面の二つの応力
条件が任意の x1, t で成り立つには、非零の反射応力が入射波と同じ時間周波数・接線方向波数
を持つ必要がある。縦波では変位振幅は波数ベクトルに比例するので、比例係数を Al ̸= 0 とし
て u′

l0 = Alk
′
l と書く。構成式から境界上の縦波応力は(

p
(2)
1,l

p
(2)
2,l

)
= iAl

(
2µk′l,1k

′
l,2

λ{(k′l,1)2 + (k′l,2)
2}+ 2µ(k′l,2)

2

)
ei(k

′
l,1x1−ω′

lt).
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縦波の分散関係は (k′l,1)
2 + (k′l,2)

2 = (ω′
l/vl)

2 である。λ, µ > 0 のもとで二つの応力係数が同時に
零にはならない。実際、第 1 係数が零なら波数成分の一方が零となり、非零周波数の分散関係
から第 2 係数は非零である。この議論は法線成分が複素数の場合も成り立ち、二乗には複素共
役を取らない。従って、位相整合条件は

ω′
l = ωt ≡ ω, k′l,1 = kt sinαt ≡ q.

実際に媒質内へ伝搬する縦波では k′l = ω/vl であり、k′
l = k′l(sinα′

l,− cosα′
l)

T と書けるので、

kt sinαt = k′l sinα′
l . (16)

これは境界に平行な並進対称性から生じる位相整合条件である。実数の反射角が存在する範囲
は

sinα′
l =

vl
vt

sinαt ≤ 1, sinαt ≤
vt
vl

=

√
µ

λ+ 2µ
.

等号では縦波は表面に平行に伝搬する限界となる。これを超える入射角では、法線波数は分散
関係から虚数となる。媒質が x2 < 0 にあることから、内部へ減衰する枝は

k′l,2 = −i
√
q2 − (ω/vl)2, eik

′
l,2x2 = e

√
q2−(ω/vl)2 x2 .

この場合は実反射角の射線表示を使えないが、接線成分 k′l,1 = q の整合は保たれる。図 1は伝搬
縦波が存在する範囲の例である。この内部減衰は入射横波に伴う散乱場の縦波成分である。原
問は表面に局在する波の励起を除くが、その除外を散乱に伴う内部減衰成分にも適用すると、一
般の超臨界角で自由表面条件を満たせない。ここでは必要な減衰縦波成分を残し、独立した表
面固有波の励起は扱わない。
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