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[1] 平面波とマクスウェル方程式
共通因子 exp{i(k · r − ωt)} を省略すると、空間微分は ik、時間微分は −iω を掛けることに対
応する。したがって

k ×E0 = ωB0, k ×H0 = −ωD0. (1)

ここで B0 = µ0H0, D0 = ε̃E0 である。第 1 式の両辺に左から k× を作用させ、第 2 式を用い
ると

k × (k ×E0) = ωk ×B0 (2)
= ωµ0k ×H0 = −ω2µ0ε̃E0. (3)

よって
k × (k ×E0) + ω2µ0ε̃E0 = 0. (4)

[2] 行列表示
恒等式 a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) により、式(4)の左辺は [kkT − |k|2I + ω2µ0ε̃]E0 である。
したがって

X̃ =

ω2µ0ε1 − k2y − k2z kxky kxkz
kxky ω2µ0ε1 − k2x − k2z kykz
kxkz kykz ω2µ0ε2 − k2x − k2y

 , X̃E0 = 0. (5)

[3] 2 つの波数
k = (0, k sin θ, k cos θ)T を代入すると、

X̃ =

ω2µ0ε1 − k2 0 0
0 ω2µ0ε1 − k2 cos2 θ k2 sin θ cos θ
0 k2 sin θ cos θ ω2µ0ε2 − k2 sin2 θ

 . (6)

非零の E0 があるためには行列式がゼロである。式(6)の行列式は、1 つの成分と yz ブロック
の行列式に分かれる。前者から

ω2µ0ε1 − k2 = 0 =⇒ k1 = ω
√
µ0ε1. (7)

後者は

(ω2µ0ε1 − k2 cos2 θ)(ω2µ0ε2 − k2 sin2 θ)− k4 sin2 θ cos2 θ (8)
= ω4µ2

0ε1ε2 − k2ω2µ0(ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ) = 0. (9)
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k > 0 より
k2 = ω

√
µ0ε1ε2

ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ
. (10)

ε1 > ε2 > 0 と 0 < θ < π/2 のもとでは 2 つの波数は正で、互いに異なる。

[4] 各波数に対する電場
k = k1 では第 1 成分の係数がゼロとなり、X̃ の核は x 方向に向く。|E0| = E0 とする規格化
解は

E0 = E0

1
0
0

 . (11)

一方 k = k2 では yz ブロックが特異となる。その第 1 行 X̃yyEy + X̃yzEz = 0 に式(10)を代入
し、k22 sin θ で割って ε2 を掛けると ε1 sin θ Ey + ε2 cos θ Ez = 0 となる。したがって Ez/Ey =
−(ε1/ε2) tan θ である。k1 ̸= k2 なので Ex = 0 となり、核のベクトルは (0, ε2 cos θ,−ε1 sin θ)T

に比例する。従って

E0 =
E0√

ε21 sin2 θ + ε22 cos2 θ

 0
ε2 cos θ
−ε1 sin θ

 . (12)

分母はこのベクトルのユークリッド長なので、いずれも指定された大きさをもつ。

[5] x 偏光のエネルギー流
式(1)から磁場振幅は

H0 =
k ×E0

ωµ0
. (13)

と定まる。複素振幅に対する時間平均ポインティングベクトルは ⟨S⟩ = 1
2 Re(E0 ×H∗

0) であ
る。各固有偏光は線形偏光なので、実数の偏光ベクトルを代表として方向を調べればよい。一
般に

E0 × (k ×E0) = |E0|2k − (E0 · k)E0. (14)

式(11)では E0 · k = 0 であるから、⟨S⟩ は k と平行である。この偏光は k = k1 に対応し、波数
ベクトルも光線の進行方向も側面 A の法線方向のままなので、入射後に向きを変えない。

[6] yz 偏光のエネルギー流
式(12)を k と外積すると

k ×E0 = −kE0(ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ)√
ε21 sin2 θ + ε22 cos2 θ

1
0
0

 . (15)

よって磁場は x 成分だけをもち、式(13)から ⟨S⟩ の向きは

⟨S⟩ ∥

 0
ε1 sin θ
ε2 cos θ

 . (16)
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このベクトルが z 軸となす角を θ + α とする。両成分は正なので角は第 1 象限にあり、

tan(θ + α) =
ε1 sin θ

ε2 cos θ =
ε1
ε2

tan θ. (17)

tanα = tan[(θ + α)− θ] の公式を用いると

tanα =
tan(θ + α)− tan θ

1 + tan(θ + α) tan θ
(18)

=
(ε1/ε2 − 1) tan θ

1 + (ε1/ε2) tan2 θ
(19)

=
(ε1 − ε2) sin θ cos θ
ε2 cos2 θ + ε1 sin2 θ

> 0. (20)

したがってこの枝ではエネルギー流が波数方向から +y 側へ α だけ傾く。

[7] 紙の文字に生じる二重像
側面 A の反対側から、その法線方向に紙の文字を見る場合を考える。側面 A から反対面まで
の法線方向の距離を d とする。紙上の同じ点を出た光のうち、x 偏光の光線は法線に沿って進
む。yz 偏光のエネルギー流は結晶内で法線から α > 0 だけ傾くため、出射点は側面 A に平行
な yz 面内方向へ d tanα だけずれる。この向きは +y 成分をもち、図 1では下向きである。
二つの出射面は平行であり、界面で波数の接線成分が保存される。結晶内の波数は法線方向
だから、出射後の波数も法線方向となる。空気中では光線もこの方向に進む。出射光線を紙面
までまっすぐ逆延長すると、x 偏光の光線は元の点に戻り、yz 偏光の光線はそこから図の下向
きに d tanα だけずれた位置に達する。従って、紙面に投影した見かけの位置が偏光によって
異なり、文字の「Q」は上下にずれた二つの像として見える。
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図 1: 紙上の同じ点から出た二つの光線。赤い破線は出射光線の逆延長を示し、紙面との交点
は元の点より下にある。x 偏光の逆延長は元の点を通る。右の文字は正面から見た二つの像の
相対位置を示し、実際の像面の位置は表していない。

3


