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幾何と記号
円板の中心を原点 O、糸の固定端を A = (a, 0) とする。円板と糸の接点を Q とし、OQ が正の
x 軸となす反時計回りの角を φ とする。糸が伸びず、円板に沿って巻きつくので、円板上の糸
の長さは aφ である。したがって、Q から質点までの自由な糸の長さは

ℓ(φ) = ℓ0 − aφ (1)

となる。以下は衝突前の ℓ > 0 に対する議論である。半径方向と接線方向の単位ベクトルを

er =

(
cosφ
sinφ

)
, eφ =

(
− sinφ
cosφ

)
(2)

と定める。自由な糸は Q から eφ の方向に伸び、張力はその逆方向に働く。
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図 1: 左は初期状態、右は巻きつく途中の模式図。右の速度は −er 方向、張力は −eφ 方向を向
く。太い弧は巻きついた糸を表す。表示例では φ = 40◦、ℓ0/a = 2.2 とし、寸法比の予測には用
いない。

[1] エネルギーと角運動量の保存
位置は r = aer + ℓeφ と表せる。ℓ̇ = −aφ̇、ėr = φ̇eφ、ėφ = −φ̇er を用いて微分すると、aφ̇eφ
と ℓ̇eφ = −aφ̇eφ が打ち消し合う。したがって速度は v = −ℓφ̇er である。張力は糸に沿うので
T = −Teφ であり、速度と直交する。したがって張力の仕事率は

d
dt

(m
2
|v|2

)
= T · v = 0 (3)
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である。他に力は働かないため、運動エネルギーは保存する。
一方、張力の作用線は接線 Q–質点に沿い、原点 O を通らない。その作用線と O との距離

は a であるため、O まわりのモーメントは時計回りの N = −aT となり、ゼロではない。した
がって O まわりの角運動量は保存しない。

[2] 位置、速度、角運動量
式(1)と接線の向きから、位置は

r = a

(
cosφ
sinφ

)
+ (ℓ0 − aφ)

(
− sinφ
cosφ

)
. (4)

ここで
der
dt = φ̇eφ,

deφ
dt = −φ̇er, ℓ̇ = −aφ̇ (5)

なので、
v = aφ̇eφ − aφ̇eφ − ℓφ̇er (6)
= −ℓφ̇er. (7)

接点 Q の移動による接線方向の成分が、自由な糸の短縮による成分と打ち消し合う。このた
め質点の速度は自由な糸と直交する。
er × eφ の z 成分が 1 であることを用いると、

L = m(r × v)z = m(aer + ℓeφ)× (−ℓφ̇er)
∣∣
z

(8)

= mℓ2φ̇ = m(ℓ0 − aφ)2φ̇. (9)

[3] 角度の時間発展と衝突時刻
エネルギー保存から |v| = ℓ|φ̇| = v0 である。t = 0 では φ = 0、速度は負の x 方向なので、
v(0) = (−ℓ0φ̇(0), 0) = (−v0, 0) より φ̇(0) > 0 である。衝突前には ℓ > 0 かつ速さがゼロになら
ないため、φ̇ の符号は変わらない。したがって、

φ̇ =
v0

ℓ0 − aφ
. (10)

φ(0) = 0 を使って積分すると∫ φ(t)

0
(ℓ0 − au) du =

∫ t

0
v0 ds, ℓ0φ− a

2
φ2 = v0t. (11)

二次方程式の二つの解のうち、t = 0 で φ = 0 となる枝を選べば、

φ(t) =
ℓ0 −

√
ℓ20 − 2av0t

a
. (12)

このとき ℓ(t) =
√
ℓ20 − 2av0t である。糸が巻きつき終わるのは ℓ = 0 のときなので、

τ =
ℓ20

2av0
, φ(τ) =

ℓ0
a
. (13)

運動と力の式の適用範囲は 0 ≤ t < τ であり、τ は衝突前の運動から求めた終端時刻である。
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[4] 張力と運動の物理的解釈
ℓφ̇ = v0 を [2] の速度に代入すると、v = −v0er となる。これを時間微分すると、

dv
dt = −v0φ̇eφ = −v20

ℓ
eφ. (14)

質点に働く力は張力だけなので、

T = − mv20
ℓ0 − aφ

(
− sinφ
cosφ

)
, |T | = mv20

ℓ0 − aφ
. (15)

張力は質点から Q に向かい、速度と直交するため、速さを変えずに進行方向を曲げる。等速円
運動の向心力 mv20/R と比較すると、瞬間的な曲率半径は R = ℓ である。質点から加速度の方
向に距離 ℓ 進んだ点が Q なので、微小時間では、Q を瞬間的な曲率中心とする半径 ℓ の等速
円運動として解釈できる。ただし Q は円周上を動き、ℓ も短くなるため、全軌道は一つの固定
された円にはならない。

t → τ− では ℓ → 0 となり、理想化した模型の張力は発散する。衝突後の運動はこの解の範
囲に含めない。

[5] 張力のモーメントと角運動量の変化
T = −(mv20/ℓ)eφ より、

N = (r × T )z (16)

=

[
(aer + ℓeφ)×

(
−mv20

ℓ
eφ

)]
z

(17)

= − mav20
ℓ0 − aφ

. (18)

一方、L = mℓ2φ̇ = mv0ℓ なので、
dL
dt = mv0ℓ̇ = −mav0φ̇ = −mav20

ℓ
= N. (19)

初期値は L(0) = mv0ℓ0 > 0、N < 0 であり、角運動量は減少する。また、mv20/ℓ は力の単位、
mav20/ℓ はモーメントの単位になっている。
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[1] 電子の散乱模型
散乱直後から次の散乱までの時間を t とする。この間、電場を E = Eez と書けば、電子の電
荷が符号付きの q であることから

m
dvz
dt = qE, vz(t) =

qE

m
t (0 ≤ t < 2τ). (1)

散乱周期 2τ で平均すると
va =

1

2τ

∫ 2τ

0
vz(t) dt = qEτ

m
. (2)

電子の数密度は n なので電流密度は jz = nqva であり、電荷の符号を含めて

j =
nq2τ

m
E = σE, σ =

nq2τ

m
. (3)

円柱の断面積は πa2 だから、I = jzπa
2、電圧の大きさは V = EL である。したがって

I =
nq2τπa2

mL
V =

σπa2

L
V, (4)

となり、電流は電圧に比例する。
単位時間・単位体積あたりに電場が電子へ与える仕事は

J = j ·E = σE2 =
I2

σπ2a4
. (5)

一方、電子 1 個は一周期の終わりに速さ |qE|2τ/m となり、その運動エネルギーを散乱ごとに
失う。散乱頻度は 1/(2τ) なので、単位体積・単位時間あたりの損失は

n
1

2τ

m

2

(
2qEτ

m

)2

=
nq2τ

m
E2 = σE2 = J. (6)

電場が電子にする仕事が、散乱で失われる運動エネルギーに変わる。

[2] 電磁場のエネルギー流
円柱軸を +z 方向、横断面の極座標の方位角方向を eθ とする。問題の定常電流は +z 向きで
ある。長い導体の中央部を考え、端の影響を無視する。軸方向の電流に対して、局所オーム則
j = σE から電場も軸方向となる。軸対称な定常場を E = Ez(r)ez と書けば、∇×E = 0 の方
位角成分は −∂rEz = 0 だから、電場の大きさは横断面で一定である。磁場はこの直線状の円
柱電流が作る場であり、右ねじの向きの方位角方向を向く。その大きさを、以下でアンペール
の法則から求める。
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図 1: 横断面で +z 方向電流は紙面手前向き。磁場は方位角方向、エネルギー流は半径内向き
である。軸方向図は導体と領域 C の同軸関係を示す。

[2.1] 一様な導体
半径 r < a の円周を貫く電流は I(r) = σEπr2 である。アンペールの法則 ∮

H · dℓ = I(r) より

H(r) =
σEr

2
eθ. (7)

したがって ez × eθ = −er を使うと

S = E ×H = −σE2r

2
er, |S| = σE2r

2
. (8)

エネルギーは導体表面から中心へ向かって流れる。

[2.2] 半径 r の円柱領域
領域 C の側面積は 2πrL である。両端面では S が面に平行なので流束はなく、側面を通って
C へ入る電力は

Pin = |S| 2πrL = πr2LσE2. (9)
体積 πr2L の領域内で発生するジュール熱は

PJ =

∫
C
σE2 dV = πr2LσE2 = Pin. (10)

定常状態では領域内に電磁エネルギーが蓄積しないため、流入した電磁エネルギーが同じ領域
内のジュール熱に変わる。

[2.3] 半径に依存する電気伝導率
定常場では磁束密度Bが時間に依存せず、∂B/∂t = 0なので、ファラデーの法則から∇×E = 0
である。軸方向の場を E = Ez(r)ez と書くと、その方位角成分は

(∇×E)θ = −∂Ez

∂r
= 0. (11)

従って電場は半径にも依存しない。以下ではこの一様な値を E と書く。局所オーム則から
j(r) = σ(r)Eez. (12)

全電流を導体断面で積分すると

I = 2πE

∫ a

0
r′σ(r′) dr′, j(r) =

σ(r)I

2π

∫ a

0
r′σ(r′) dr′

. (13)
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半径 r 以内を流れる電流は I(r) = 2πE
∫ r
0 r′σ(r′) dr′ だから、アンペールの法則から

Hθ(r) =
E

r

∫ r

0
r′σ(r′) dr′, S(r) = −E2

r

(∫ r

0
r′σ(r′) dr′

)
er. (14)

側面を通じて領域 C に流入する電力は

Pin = |S(r)| 2πrL = 2πLE2

∫ r

0
r′σ(r′) dr′. (15)

これに対し、C 内で発生するジュール熱は

PJ =

∫
C
j ·E dV = 2πLE2

∫ r

0
r′σ(r′) dr′ = Pin. (16)

よって導電率が半径方向に変わっても、電磁エネルギーの流入と局所的なジュール発熱は領域
ごとに一致する。
半径依存の式は 0 < r < a で、示した積分が存在する範囲で成り立つ。中心での場の極限は

σ(r) の振る舞いにも依存する。例えば軸近傍で 0 ≤ σ(r) ≤ σmax と有界なら

0 ≤
∫ r

0
r′σ(r′) dr′ ≤ σmaxr2

2
, |Hθ(r)| ≤

|E|σmaxr

2
, |S(r)| ≤ E2σmaxr

2
. (17)

従ってこの条件下では両者が r → 0 で 0 に近づき、中心の方位角・半径方向が一意に定まら
なくても場のベクトルは連続に 0 へ延長できる。一様導体もこの場合に含まれる。
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以下、計算基底を (
|1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩

)
(1)

の順に並べる。原本 [3] の回転因子では h̄ による除算が抜けている。指数を無次元にするため、
以下では Jz/h̄ を含む因子として読む。

[1] スピン角運動量の行列
昇降演算子の作用を J = 1 に適用すると

J+ =
√
2h̄

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , J− =
√
2h̄

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 . (2)

Jx = (J+ + J−)/2、Jy = (J+ − J−)/(2i)、および Jz|1,m⟩ = mh̄|1,m⟩ から

Jx =
h̄√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Jy =
h̄√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Jz = h̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (3)

これらは Hermite 行列であり、例えば [Jx, Jy] = ih̄Jz を満たす。さらに J2
x + J2

y + J2
z = 2h̄2I

なので、全状態で J2 = 1(1 + 1)h̄2 となる。

[2] 静磁場中のエネルギー準位
B = Bez だから、

HM = −γBJz = −γBh̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (4)

従って磁気量子数 m ごとの固有エネルギーは
Em = −γBmh̄ (m = 1, 0,−1) . (5)

順に −γBh̄, 0,+γBh̄ であり、最低状態は |1, 1⟩ である。隣り合う準位間隔は γBh̄ なので、共
鳴条件は ω = γB。

[3] 共鳴交流磁場中の状態
問題が与える回転系の近似 Hamiltonian は HRF = −γBRFJx である。原本の記号に従い、回転
系の状態を |Ψ(t)⟩、実験室系の状態を |ϕ(t)⟩ とする。原本 [3] の回転変換を次元の合う形に直
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すと
|Ψ(t)⟩ = exp

(
− i

h̄
ωtJz

)
|ϕ(t)⟩. (6)

以下で解くのは HRF による回転系の状態 |Ψ(t)⟩ である。Ω = γBRF、θ = Ωt と置くと、時間
発展演算子は

U(t) = exp
(
− i

h̄
HRFt

)
= exp

(
iθ
Jx
h̄

)
. (7)

[1] の行列を掛けると J3
x = h̄2Jx となる。従って指数関数の級数で奇数次と偶数次の項をそれ

ぞれまとめれば
U(t) = I + i sin θ

Jx
h̄

+ (cos θ − 1)

(
Jx
h̄

)2

. (8)

最低状態 |1, 1⟩ はこの基底で (1, 0, 0)T なので、

U(t)

1
0
0

 =

(1 + cos θ)/2
i sin θ/

√
2

(cos θ − 1)/2

 . (9)

よって回転系の状態は

|Ψ(t)⟩ = 1 + cos θ
2

|1, 1⟩+ i sin θ√
2

|1, 0⟩+ cos θ − 1

2
|1,−1⟩. (10)

実験室系の状態は |ϕ(t)⟩ = exp(iωtJz/h̄)|Ψ(t)⟩ から得る。回転変換は Jz と可換なので、Jz の
期待値は両系で一致する。実際、回転系振幅の絶対値二乗は

(1 + cos θ)2
4

+
sin2 θ

2
+

(cos θ − 1)2

4
= 1 (11)

となる。各磁気量子数の確率はこの三項であり、Jz の期待値は
⟨Jz⟩ = h̄

(
|c1|2 − |c−1|2

)
(12)

= h̄ cos(γBRFt) . (13)

初期値は +h̄、周期は 2π/(γBRF) である。

[4] 相互作用による一次のエネルギー補正
演算子は

HQ = A(2J2
x − J2

y − J2
z ) = A(3J2

x − J2). (14)

設問 [1] の行列から

J2
x =

h̄2

2

1 0 1
0 2 0
1 0 1

 , J2 = 2h̄2I, (15)

従って

HQ = Ah̄2

−1/2 0 3/2
0 1 0
3/2 0 −1/2

 . (16)

HM は B > 0 で非縮退なので、一次のエネルギー補正は各 |1,m⟩ における対角成分である。

∆E1 = −Ah̄2

2
, ∆E0 = Ah̄2, ∆E−1 = −Ah̄2

2
. (17)
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よって一次近似の準位は

E1 = −γBh̄− Ah̄2

2
, E0 = Ah̄2, E−1 = +γBh̄− Ah̄2

2
. (18)

問題の弱摂動条件 Ah̄2 ≪ γBh̄ のもとでは準位の順序は変わらない。

E HQ = 0

m = +1
∆E = 0

m = 0
∆E = 0

m = −1
∆E = 0

HQ あり（一次）

m = +1, ∆E = −Ah̄2/2

m = 0, ∆E = +Ah̄2

m = −1, ∆E = −Ah̄2/2

図 1: 未摂動準位と相互作用による一次の準位移動。縦軸は γBh̄ で規格化した模式図で、表示
例は Ah̄/(γB) = 1/5 とする。
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[1] 相互作用のない一次元気体
まず粒子 1 個の分配関数を求める。長さ L の一次元箱では状態数を位相空間体積 h ごとに数
えるので、運動量積分から

Z1 =
1

h

∫ L

0
dx

∫ ∞

−∞
dp exp

(
− p2

2mkBT

)
(1)

=
L

h

√
2πmkBT =

L

λ
, λ =

h√
2πmkBT

=

√
2πh̄2

mkBT
. (2)

N 個は同種粒子なので、同じ配置を粒子ラベルの N ! 通りだけ重複して数えないようにする。
従って気体 A の分配関数は

ZA =
ZN
1

N !
=

1

N !

(
L

λ

)N

. (3)

[2] 自由エネルギー
Helmholtz 自由エネルギーは F = −kBT lnZA だから

F (T, L) = −NkBT ln L

λ
+ kBT lnN ! (4)

≃ −NkBT ln L

λ
+NkBT lnN −NkBT (5)

= NkBT

[
ln
(
Nλ

L

)
− 1

]
. (6)

ここでは原本の N ≫ 1 と Stirling 近似を用いた。

[3] 化学ポテンシャル
温度と長さを固定して粒子数で微分する。N は巨視的な系の連続変数として扱うため、

µ(T,L) =

(
∂F

∂N

)
T,L

= kBT ln
(
Nλ

L

)
. (7)
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[4] Boltzmann 統計の希薄条件
並進運動のエネルギーは E = p2/(2m) ≥ 0 であるため、Boltzmann 占有数は最も低いエネルギ
ーで最大となる。基準を E0 = 0 とすれば

n̄max = exp
(

µ

kBT

)
=

Nλ

L
. (8)

したがって全ての一粒子準位の占有数が十分小さいための条件は
Nλ

L
≪ 1,

L

N
≫ λ. (9)

λ は長さの次元を持ち、温度 T における熱的 de Broglie 波長を表す。L/N は 1 粒子あたりの
平均間隔なので、条件は粒子間隔が波長より十分大きいことを意味する。波動性が粒子の重な
りに強く影響しない希薄な領域で、各量子状態の平均占有数を小さく保てる。

[5] 剛体斥力のある一次元気体
粒子中心を x1 < · · · < xN の順に並べる。壁との条件は d/2 ≤ x1、xN ≤ L− d/2、隣り合う粒
子には xi+1 − xi ≥ d を課す。隣接粒子ごとに重なる排除長を取り除く座標

yi = xi − (i− 1)d (10)

を導入すると、壁と粒子間の条件は d/2 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yN ≤ L−Nd+ d/2 となる。この区間の
長さは L −Nd で、座標変換の Jacobian は 1 である。順序付き領域は長さ L −Nd の直積領
域の 1/N ! を占めるので、配置積分は (L−Nd)N/N ! となる。同じ順序を既に選んでいるため、
さらに N ! で割ることはしない。運動量積分は気体 A と同じだから

ZB =
1

N !

(
L−Nd

λ

)N

. (11)

この結果から

FB = −kBT lnZB ≃ NkBT

[
ln
(

Nλ

L−Nd

)
− 1

]
, (12)

P = −
(
∂FB

∂L

)
T,N

=
NkBT

L−Nd
. (13)

気体 A では PA = NkBT/L である。斥力のある気体 B では使える長さが L−Nd に減るため、
同じ T,N,L でも圧力は大きい。得た古典的な剛体棒模型の式を設問の希薄条件 L ≫ Nd の外
まで形式的に延ばすと、L → Nd + 0 で圧力が発散する。ただしこの高密度極限では古典近似
自体の適用も別途確かめる必要がある。d → 0 の極限では気体 A の状態方程式を再現する。
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全設問で時間依存を e−iωt とする。H は y 成分のみを持ち、電場は x, z 成分を持つ TM 波
である。媒質 j では D = ϵjE、B = µ0H。

[1] 全反射と真空中の減衰波
電場は電荷のない一様媒質中で divE = 0 を満たす。Faraday 則 rotE = iωB と Ampère 則
rotH = −iωD を用いると、

rot(rotE) = iωµ0 rotH = µ0ϵjω
2E, (1)

−∆E = µ0ϵjω
2E. (2)

よって平面波の波数は k2x + k2z = ϵjµ0ω
2 に従う。媒質 1 では ϵ1µ0 = n2/c2 だから、入射波の z

成分は
k1 =

√
n2ω2

c2
− k2x . (3)

真空側の場 eikxx−κ2z を平面波の式に代入すると、z 波数は iκ2 であるため

k2x − κ22 =
ω2

c2
, κ2 =

√
k2x −

ω2

c2
. (4)

入射側に伝播波があり k1 > 0、透過側で減衰するため κ2 > 0 でなければならない。従って
ω

c
< kx <

nω

c
. (5)

下端は真空側の減衰条件、上端は媒質 1 側の入射波の伝播条件から来る。端点ではそれぞれ
κ2 = 0 または k1 = 0 となるので、指定された狭義の条件には含まれない。

[2] 媒質間の無反射透過
平面波 ei(kxx+kjz) では kj = (kx, 0, kj) である。divD = 0 より

kxEj,x + kjEj,z = 0, Ej,z = −kx
kj

Ej,x. (6)

また rotE = iωµ0H の y 成分をとると
kjEj,x − kxEj,z = ωµ0Hj,y, (7)

ωµ0Hj,y =
k2x + k2j

kj
Ej,x =

ϵjµ0ω
2

kj
Ej,x. (8)

1



したがって各媒質の電場・磁場比は

ζj =
Ej,x

Hj,y
=

kj
ϵjω

. (9)

反射がないとき接線成分 Ex,Hy は界面で連続なので ζ1 = ζ2、すなわち k1/ϵ1 = k2/ϵ2 である。
分散関係

k21 = ϵ1µ0ω
2 − k2x, k22 = ϵ2µ0ω

2 − k2x (10)

を用いると
ϵ1µ0ω

2 − k2x
ϵ21

=
ϵ2µ0ω

2 − k2x
ϵ22

, (11)

k2x =
µ0ω

2ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

, kx = ω

√
µ0ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

. (12)

この波数が入射側の伝播条件 k2x < ϵ1µ0ω
2 と透過側の条件 k2x < ϵ2µ0ω

2 を満たすことを確認で
きる。実際、ϵ2 > ϵ1 > 0 のとき比はそれぞれ ϵ2/(ϵ1 + ϵ2) < 1、ϵ1/(ϵ1 + ϵ2) < 1 であり、k1, k2
は正の実数となる。接線電場・磁場を同時に連続にするこの入射成分では、反射波の振幅はゼ
ロとなる。

[3] 金属界面に束縛された波
+x へ伝わる枝を選び、kx > 0 とする。逆向きの枝は同じ分散を持つ −kx で表される。z < 0
の減衰因子は e+κ1z = eikz,1z に対応し、kz,1 = −iκ1。一方、z > 0 の因子 e−κ2z は kz,2 = +iκ2
に対応する。各媒質の分散関係から

κ21 = k2x − ϵ0µ0ω
2, κ22 = k2x − ϵ2µ0ω

2 = k2x + |ϵ2|µ0ω
2. (13)

[2] で導いた Ex/Hy = kz/(ϵω) を両側に適用し、界面で接線成分を連続にすると

− iκ1
ϵ0ω

=
iκ2
ϵ2ω

,
κ1
κ2

=
ϵ0
|ϵ2|

. (14)

この関係と分散関係を組み合わせれば
k2x − ϵ0µ0ω

2

k2x + |ϵ2|µ0ω2
=

ϵ20
|ϵ2|2

, (15)

k2x =
µ0ω

2ϵ0|ϵ2|
|ϵ2| − ϵ0

, (16)

kx = ω

√
µ0ϵ0|ϵ2|
|ϵ2| − ϵ0

. (17)

|ϵ2| > ϵ0 なので

kx =
ω

c

√
|ϵ2|

|ϵ2| − ϵ0
>

ω

c
. (18)

この面内波数は真空中の伝播光の最大値 ω/c より大きい。したがってこのモードは界面に沿っ
て進む一方、垂直方向には真空側・金属側の双方へ減衰する束縛波である。
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[4] プリズムによる励起
真空中から金属表面へ直接入射する伝播光は、界面に平行な波数が kx ≤ ω/c である。一方、[3]
の表面波は kx > ω/c を要するので、界面に平行な運動量が足りず、平坦な面では直接結合で
きない。
屈折率 np > 1 のプリズムから界面の法線となす入射角 θ で光を入れると、界面に平行な波

数は kx = np(ω/c) sin θ まで大きくなる。真空層との境界で全反射する角度を選べば、この高
い面内波数を保ったエバネッセント場が真空ギャップへしみ出す。ギャップを金属表面の近く
に狭く保つことで場が金属へ届き、さらに kx を [3] の表面波波数に合わせればそのモードを
励起できる。つまりプリズムは、全反射場を介して伝播光では得られない面内波数を供給し、
金属界面の束縛モードとの運動量整合を可能にする。

プリズム

金属
真空ギャップ

入射光
界面に沿う表面波

狭い隙間

図 1: 全反射によるエバネッセント場を介したプリズム結合の模式図。点線はギャップ内にし
み出す場、青い矢印は金属界面に平行な表面波の進行方向を表す。入射角と長さは説明用で、
臨界角や寸法を表さない。
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[1] 周期境界条件
周期境界条件では、原子軌道の添字 j と j +M を同一視する。したがって、同じ軌道に掛かる
Bloch 係数も一致しなければならず、

eik(j+M)a = eikja, eikMa = 1 (1)

となる。この条件の下で Bloch 和は ψk(x+Ma) = ψk(x) を満たす。従って許される波数は

k =
2πl

Ma
(l ∈ Z) . (2)

第一ブリルアン領域内では隣り合う波数の間隔は 2π/(Ma) である。

[2] 単元素鎖のエネルギー分散
問題文のシュレーディンガー方程式 (1) に ψk を代入し、ϕ∗A(x) を掛けて積分する。運動エネ
ルギー演算子を T = −h̄2∂2x/(2m) と書く。孤立原子の方程式から ⟨ϕA|T + u(x)|ϕA⟩ = EA とな
る。隣接する二つの A 原子イオンのポテンシャルはそれぞれ β を与え、オンサイトのエネル
ギーは EA + 2β である。
右隣の軌道については、その原子の孤立方程式と軌道の直交性から∫

ϕ∗A(x)[T + u(x− a)]ϕA(x− a) dx = EA

∫
ϕ∗A(x)ϕA(x− a) dx = 0. (3)

したがって全ポテンシャルのうち原点の u(x) が残す行列要素が、問題で定義された γ である。
左隣も同様に γ を与え、両者には Bloch 位相 eika と e−ika が付く。列挙外の積分は無視でき
るので

E(k) = EA + 2β + γ(eika + e−ika) (4)

= EA + 2β + 2γ cos(ka) . (5)

[3] 第一ブリルアン領域と安定性
孤立原子の準位 EA は、真空準位を基準に束縛状態なら負である。隣接イオンの引力ポテンシ
ャルによる対角シフト 2β も安定な結晶では一般に負となる。移動積分の符号はバンド底の位
置を決める。安定な結合性の底端が k = 0 にある場合は γ < 0 で、バンド底 EA + 2β + 2γ は
上端 EA + 2β − 2γ より低い。バンド幅は 4|γ| である。
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E

k

EA

2β < 0
4|γ|

−π/a 0 π/a

EA + 2β

EA + 2β + 2γ

EA + 2β − 2γ
γ < 0

図 1: 単元素鎖の分散。縦方向は |γ| を単位とする。表示例では γ = −|γ| と 2β = −|γ| を選び、
他のエネルギー比は示していない。

[4] 電子と正孔の有効質量
まず [3] の図と同じ γ < 0 の場合を考える。一つの軌道にスピンの異なる 2 個の電子を収容で
きるので、単位胞あたりの占有数 2 が満占有に対応する。バンド端近傍の曲率は

d2E

dk2
= −2γa2 cos(ka). (6)

基底状態または低温の低エネルギーキャリアを考えると、平均占有数が 1 より十分小さいとき
の電子はバンド底 k = 0 の近くに入る。よって

m∗
e =

h̄2

E′′(0)
=

h̄2

−2γa2
> 0. (7)

同じ低エネルギー条件のもとで占有数が 2 に近いときは、バンド上端 k = π/a 近くの空状態を
正孔として扱う。電子の曲率は E′′(π/a) = 2γa2 < 0 なので、正孔の質量はその負号付き逆数で

m∗
h = − h̄2

E′′(π/a)
= − h̄2

2γa2
> 0. (8)

この最近接余弦バンドでは両者の大きさが等しい。正孔質量の負号は、電子バンド頂の負曲率
を正の正孔質量に変換するために必要である。γ > 0 ではバンド底と上端の位置が入れ替わり、
電子は k = π/a、正孔は k = 0 の近くで評価する。したがって γ ̸= 0 でのキャリア質量は、ど
ちらも h̄2/(2|γ|a2) である。γ = 0 ではバンドが平坦となり、有限の曲率から質量を求めるこの
式は使えない。

[5] 二原子分子鎖の固有値方程式
一単位胞の基底を ϕA, ϕB とする。原子 A の対角要素は EA +2β、隣の単位胞にある A 軌道と
の移動要素は [2] と Bloch 和により 2γ cos(ka) となる。B 軌道の対角要素は EB。A‒B 間の要
素にも運動エネルギーの寄与がある。[2] で定義した T を用い、同一分子内の軌道の重なりを
SAB = ⟨ϕA|ϕB⟩ と置く。原問では列挙されていない重なり積分を無視するので SAB ≃ 0 であ
る。孤立 A 原子の方程式 (T + u)ϕA = EAϕA と Hermite 性から

⟨ϕA|T + u|ϕB⟩ = EASAB, (9)
⟨ϕA|T + u+ w|ϕB⟩ = EASAB + ⟨ϕA|w|ϕB⟩ ≃ δ. (10)
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孤立 B 原子の方程式から評価しても、同じ要素は EBSAB + ⟨ϕA|u|ϕB⟩ ≃ δ となる。従って二
つの等しいポテンシャル積分は、運動項を含む行列要素をそれぞれ評価するものである。係数
ck, dk は (

EA + 2β + 2γ cos(ka) δ
δ EB

)(
ck
dk

)
= E(k)

(
ck
dk

)
. (11)

ここで行列は Hermite であり、固有値は実数となる。

[6] 混成バンド
∆ = EA − EB + 2β (12)

と置く。固有値方程式の行列式から

0 = [EA + 2β + 2γ cos(ka)− E][EB − E]− δ2. (13)

E±(k) =
EA + EB

2
+ β + γ cos(ka)

±

√(
∆

2
+ γ cos(ka)

)2

+ δ2.

(14)

まず δ = 0 なら、A 由来の余弦バンド EA +2β +2γ cos(ka) と、分散のない B 準位 EB が交
差する。交差条件は ∆+2γ cos(ka) = 0 である。|∆| ≪ |γ| では交差点が第一ブリルアン領域内
にあり、∆ = 0 なら ka = ±π/2。一方 |∆| ≫ |γ| では両バンドの中心エネルギー差が A バンド
の半幅より十分大きく、交差しない。
δ ̸= 0 は A と B の混成を生む。交差点近傍では固有値が分裂し、直接ギャップは 2|δ| とな

る。|∆| ≫ |γ| では未混成準位差 |∆+ 2γ cos(ka)| が全波数で |δ| より十分大きい。固有値方程
式の二行から

δdk = [E(k)− EA − 2β − 2γ cos(ka)]ck, δck = [E(k)− EB]dk (15)

となる。Bに近い枝では |ck/dk| ≃ |δ/(∆+2γ cos(ka))| ≪ 1、Aに近い枝では同様に |dk/ck| ≪ 1
だから、各枝は主に元の A または B 軌道の性質を保つ。また固有値のずれは√

[∆ + 2γ cos(ka)]2
4

+ δ2 − |∆+ 2γ cos(ka)|
2

≃ δ2

|∆+ 2γ cos(ka)| (16)

と小さい。これは下図の大離調での弱い準位移動にも対応する。
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E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≪ |γ|, δ = 0

EA − EB

∆
0 (EB)

2β
4|γ|

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≪ |γ|, 0 < |δ| ≪ |γ|

EA − EB

∆
0 (EB)

2β
4|γ|

2|δ|

E+

E−

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≫ |γ|, δ = 0

EA − EB

∆

0 (EB)

2β
4|γ|

E − EB

ka
−π 0 π

|∆| ≫ |γ|, 0 < |δ| ≪ |γ|

EA − EB

∆

0 (EB)

2β
4|γ|

E+

E−

ka = 0; shift ×200

EB

E−(0)
≃ δ2

∆+ 2γ

図 2: 混成の有無と離調の大小による分散。エネルギーは |γ| を単位とし、EB を基準とする。
全図で γ = −1、β = −0.5、小離調は ∆ = 0.25、大離調は ∆ = 4 とした。有限混成の二図はと
もに δ = 0.12。実線は固有エネルギー、破線は未混成 A バンドと B 準位、一点鎖線は孤立 A
準位、点線は A バンド中心を示す。矢印 2β は孤立 A 準位から中心への移動、4|γ| は未混成
A バンドの幅である。右上は交差波数でのギャップ、右下の枠内は ka = 0 での B 由来準位の
移動を縦に 200 倍拡大した図で、実線の位置は厳密な固有値から計算した。∆ < 0 の大離調で
は上下のバンド順が逆になる。
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