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[1] 周期境界条件
周期境界条件では、原子軌道の添字 j と j +M を同一視する。したがって、同じ軌道に掛かる
Bloch 係数も一致しなければならず、

eik(j+M)a = eikja, eikMa = 1 (1)

となる。この条件の下で Bloch 和は ψk(x+Ma) = ψk(x) を満たす。従って許される波数は

k =
2πl

Ma
(l ∈ Z) . (2)

第一ブリルアン領域内では隣り合う波数の間隔は 2π/(Ma) である。

[2] 単元素鎖のエネルギー分散
問題文のシュレーディンガー方程式 (1) に ψk を代入し、ϕ∗A(x) を掛けて積分する。運動エネ
ルギー演算子を T = −h̄2∂2x/(2m) と書く。孤立原子の方程式から ⟨ϕA|T + u(x)|ϕA⟩ = EA とな
る。隣接する二つの A 原子イオンのポテンシャルはそれぞれ β を与え、オンサイトのエネル
ギーは EA + 2β である。
右隣の軌道については、その原子の孤立方程式と軌道の直交性から∫

ϕ∗A(x)[T + u(x− a)]ϕA(x− a) dx = EA

∫
ϕ∗A(x)ϕA(x− a) dx = 0. (3)

したがって全ポテンシャルのうち原点の u(x) が残す行列要素が、問題で定義された γ である。
左隣も同様に γ を与え、両者には Bloch 位相 eika と e−ika が付く。列挙外の積分は無視でき
るので

E(k) = EA + 2β + γ(eika + e−ika) (4)

= EA + 2β + 2γ cos(ka) . (5)

[3] 第一ブリルアン領域と安定性
孤立原子の準位 EA は、真空準位を基準に束縛状態なら負である。隣接イオンの引力ポテンシ
ャルによる対角シフト 2β も安定な結晶では一般に負となる。移動積分の符号はバンド底の位
置を決める。安定な結合性の底端が k = 0 にある場合は γ < 0 で、バンド底 EA + 2β + 2γ は
上端 EA + 2β − 2γ より低い。バンド幅は 4|γ| である。
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図 1: 単元素鎖の分散。縦方向は |γ| を単位とする。表示例では γ = −|γ| と 2β = −|γ| を選び、
他のエネルギー比は示していない。

[4] 電子と正孔の有効質量
まず [3] の図と同じ γ < 0 の場合を考える。一つの軌道にスピンの異なる 2 個の電子を収容で
きるので、単位胞あたりの占有数 2 が満占有に対応する。バンド端近傍の曲率は

d2E

dk2
= −2γa2 cos(ka). (6)

基底状態または低温の低エネルギーキャリアを考えると、平均占有数が 1 より十分小さいとき
の電子はバンド底 k = 0 の近くに入る。よって

m∗
e =

h̄2

E′′(0)
=

h̄2

−2γa2
> 0. (7)

同じ低エネルギー条件のもとで占有数が 2 に近いときは、バンド上端 k = π/a 近くの空状態を
正孔として扱う。電子の曲率は E′′(π/a) = 2γa2 < 0 なので、正孔の質量はその負号付き逆数で

m∗
h = − h̄2

E′′(π/a)
= − h̄2

2γa2
> 0. (8)

この最近接余弦バンドでは両者の大きさが等しい。正孔質量の負号は、電子バンド頂の負曲率
を正の正孔質量に変換するために必要である。γ > 0 ではバンド底と上端の位置が入れ替わり、
電子は k = π/a、正孔は k = 0 の近くで評価する。したがって γ ̸= 0 でのキャリア質量は、ど
ちらも h̄2/(2|γ|a2) である。γ = 0 ではバンドが平坦となり、有限の曲率から質量を求めるこの
式は使えない。

[5] 二原子分子鎖の固有値方程式
一単位胞の基底を ϕA, ϕB とする。原子 A の対角要素は EA +2β、隣の単位胞にある A 軌道と
の移動要素は [2] と Bloch 和により 2γ cos(ka) となる。B 軌道の対角要素は EB。A‒B 間の要
素にも運動エネルギーの寄与がある。[2] で定義した T を用い、同一分子内の軌道の重なりを
SAB = ⟨ϕA|ϕB⟩ と置く。原問では列挙されていない重なり積分を無視するので SAB ≃ 0 であ
る。孤立 A 原子の方程式 (T + u)ϕA = EAϕA と Hermite 性から

⟨ϕA|T + u|ϕB⟩ = EASAB, (9)
⟨ϕA|T + u+ w|ϕB⟩ = EASAB + ⟨ϕA|w|ϕB⟩ ≃ δ. (10)
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孤立 B 原子の方程式から評価しても、同じ要素は EBSAB + ⟨ϕA|u|ϕB⟩ ≃ δ となる。従って二
つの等しいポテンシャル積分は、運動項を含む行列要素をそれぞれ評価するものである。係数
ck, dk は (

EA + 2β + 2γ cos(ka) δ
δ EB

)(
ck
dk

)
= E(k)

(
ck
dk

)
. (11)

ここで行列は Hermite であり、固有値は実数となる。

[6] 混成バンド
∆ = EA − EB + 2β (12)

と置く。固有値方程式の行列式から

0 = [EA + 2β + 2γ cos(ka)− E][EB − E]− δ2. (13)

E±(k) =
EA + EB

2
+ β + γ cos(ka)

±

√(
∆

2
+ γ cos(ka)

)2

+ δ2.

(14)

まず δ = 0 なら、A 由来の余弦バンド EA +2β +2γ cos(ka) と、分散のない B 準位 EB が交
差する。交差条件は ∆+2γ cos(ka) = 0 である。|∆| ≪ |γ| では交差点が第一ブリルアン領域内
にあり、∆ = 0 なら ka = ±π/2。一方 |∆| ≫ |γ| では両バンドの中心エネルギー差が A バンド
の半幅より十分大きく、交差しない。
δ ̸= 0 は A と B の混成を生む。交差点近傍では固有値が分裂し、直接ギャップは 2|δ| とな

る。|∆| ≫ |γ| では未混成準位差 |∆+ 2γ cos(ka)| が全波数で |δ| より十分大きい。固有値方程
式の二行から

δdk = [E(k)− EA − 2β − 2γ cos(ka)]ck, δck = [E(k)− EB]dk (15)

となる。Bに近い枝では |ck/dk| ≃ |δ/(∆+2γ cos(ka))| ≪ 1、Aに近い枝では同様に |dk/ck| ≪ 1
だから、各枝は主に元の A または B 軌道の性質を保つ。また固有値のずれは√

[∆ + 2γ cos(ka)]2
4

+ δ2 − |∆+ 2γ cos(ka)|
2

≃ δ2

|∆+ 2γ cos(ka)| (16)

と小さい。これは下図の大離調での弱い準位移動にも対応する。
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図 2: 混成の有無と離調の大小による分散。エネルギーは |γ| を単位とし、EB を基準とする。
全図で γ = −1、β = −0.5、小離調は ∆ = 0.25、大離調は ∆ = 4 とした。有限混成の二図はと
もに δ = 0.12。実線は固有エネルギー、破線は未混成 A バンドと B 準位、一点鎖線は孤立 A
準位、点線は A バンド中心を示す。矢印 2β は孤立 A 準位から中心への移動、4|γ| は未混成
A バンドの幅である。右上は交差波数でのギャップ、右下の枠内は ka = 0 での B 由来準位の
移動を縦に 200 倍拡大した図で、実線の位置は厳密な固有値から計算した。∆ < 0 の大離調で
は上下のバンド順が逆になる。
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