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以下、計算基底を (
|1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩

)
(1)

の順に並べる。原本 [3] の回転因子では h̄ による除算が抜けている。指数を無次元にするため、
以下では Jz/h̄ を含む因子として読む。

[1] スピン角運動量の行列
昇降演算子の作用を J = 1 に適用すると

J+ =
√
2h̄

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , J− =
√
2h̄

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 . (2)

Jx = (J+ + J−)/2、Jy = (J+ − J−)/(2i)、および Jz|1,m⟩ = mh̄|1,m⟩ から

Jx =
h̄√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Jy =
h̄√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Jz = h̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (3)

これらは Hermite 行列であり、例えば [Jx, Jy] = ih̄Jz を満たす。さらに J2
x + J2

y + J2
z = 2h̄2I

なので、全状態で J2 = 1(1 + 1)h̄2 となる。

[2] 静磁場中のエネルギー準位
B = Bez だから、

HM = −γBJz = −γBh̄

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (4)

従って磁気量子数 m ごとの固有エネルギーは
Em = −γBmh̄ (m = 1, 0,−1) . (5)

順に −γBh̄, 0,+γBh̄ であり、最低状態は |1, 1⟩ である。隣り合う準位間隔は γBh̄ なので、共
鳴条件は ω = γB。

[3] 共鳴交流磁場中の状態
問題が与える回転系の近似 Hamiltonian は HRF = −γBRFJx である。原本の記号に従い、回転
系の状態を |Ψ(t)⟩、実験室系の状態を |ϕ(t)⟩ とする。原本 [3] の回転変換を次元の合う形に直
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すと
|Ψ(t)⟩ = exp

(
− i

h̄
ωtJz

)
|ϕ(t)⟩. (6)

以下で解くのは HRF による回転系の状態 |Ψ(t)⟩ である。Ω = γBRF、θ = Ωt と置くと、時間
発展演算子は

U(t) = exp
(
− i

h̄
HRFt

)
= exp

(
iθ
Jx
h̄

)
. (7)

[1] の行列を掛けると J3
x = h̄2Jx となる。従って指数関数の級数で奇数次と偶数次の項をそれ

ぞれまとめれば
U(t) = I + i sin θ

Jx
h̄

+ (cos θ − 1)

(
Jx
h̄

)2

. (8)

最低状態 |1, 1⟩ はこの基底で (1, 0, 0)T なので、

U(t)

1
0
0

 =

(1 + cos θ)/2
i sin θ/

√
2

(cos θ − 1)/2

 . (9)

よって回転系の状態は

|Ψ(t)⟩ = 1 + cos θ
2

|1, 1⟩+ i sin θ√
2

|1, 0⟩+ cos θ − 1

2
|1,−1⟩. (10)

実験室系の状態は |ϕ(t)⟩ = exp(iωtJz/h̄)|Ψ(t)⟩ から得る。回転変換は Jz と可換なので、Jz の
期待値は両系で一致する。実際、回転系振幅の絶対値二乗は

(1 + cos θ)2
4

+
sin2 θ

2
+

(cos θ − 1)2

4
= 1 (11)

となる。各磁気量子数の確率はこの三項であり、Jz の期待値は
⟨Jz⟩ = h̄

(
|c1|2 − |c−1|2

)
(12)

= h̄ cos(γBRFt) . (13)

初期値は +h̄、周期は 2π/(γBRF) である。

[4] 相互作用による一次のエネルギー補正
演算子は

HQ = A(2J2
x − J2

y − J2
z ) = A(3J2

x − J2). (14)

設問 [1] の行列から

J2
x =

h̄2

2

1 0 1
0 2 0
1 0 1

 , J2 = 2h̄2I, (15)

従って

HQ = Ah̄2

−1/2 0 3/2
0 1 0
3/2 0 −1/2

 . (16)

HM は B > 0 で非縮退なので、一次のエネルギー補正は各 |1,m⟩ における対角成分である。

∆E1 = −Ah̄2

2
, ∆E0 = Ah̄2, ∆E−1 = −Ah̄2

2
. (17)
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よって一次近似の準位は

E1 = −γBh̄− Ah̄2

2
, E0 = Ah̄2, E−1 = +γBh̄− Ah̄2

2
. (18)

問題の弱摂動条件 Ah̄2 ≪ γBh̄ のもとでは準位の順序は変わらない。

E HQ = 0

m = +1
∆E = 0

m = 0
∆E = 0

m = −1
∆E = 0

HQ あり（一次）

m = +1, ∆E = −Ah̄2/2

m = 0, ∆E = +Ah̄2

m = −1, ∆E = −Ah̄2/2

図 1: 未摂動準位と相互作用による一次の準位移動。縦軸は γBh̄ で規格化した模式図で、表示
例は Ah̄/(γB) = 1/5 とする。
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