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1. Gauss-Bonnetの定理

不足角

立方体の 1つの頂点には、π/2の角が 3つ集まっている。これらの角の和 3π/2を 2π
から引くと π/2 が残る。この残った角度をその頂点における不足角と呼ぶ。不足角が 0
ならばその頂点は完全に平らであり、不足角が大きいほど頂点は尖っていると言える。立
方体は π/2の不足角が 8つの頂点それぞれにあり、その合計は 4πである。次に、正四
面体を考えてみよう。1つの頂点での不足角は πであり、4つの頂点の合計はこの場合も
4πである。

実は不足角の合計は、多面体の詳細にはよらず、種数にしかよらない。頂点の数が 𝑣,
辺の数が 𝑒, 面の数が 𝑓であるような多面体を考える。𝑖番目の面が 𝑛𝑖 角形だとすると、
この内角の和は π(𝑛𝑖 − 2)であるから

(不足角) = 2π𝑣 −
𝑓

∑
𝑖=1

π(𝑛𝑖 − 2)

= 2π𝑣 − 2π𝑒 + 2π𝑓 = 2π𝜒 (1)

となる。ここで∑𝑓
𝑖=1 𝑛𝑖 = 2𝑒を用いた。

Gauss-Bonnetの定理はこの式を連続的な曲面に適用できるようにしたものである。あ
る曲面を多角形分割し、そのメッシュを細かくしていくと、それぞれの頂点での不足角は
0に近づいていく。そこで面積あたりの不足角の密度を𝐾とすると、

2π𝜒 = ∫
𝑀

𝐾dvol (2)
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と書ける。ただし dvolは面積要素。これを Gauss-Bonnetの定理と呼ぶ。位相不変量が
曲面上のとある量の積分で表されている、興味深い式である。以下では不足角密度𝐾を
具体的に求める。

ホロノミー

不足角は接ベクトルの平行移動に対するホロノミー、すなわち接ベクトルが頂点の周り
を平行移動して戻ってきたたときに獲得する回転の角度とみなすことができる。

図 1: ホロノミー

曲面を多角形分割し、メッシュを細かくしていく極限を考える。曲面上の領域 𝑆に含ま
れる不足角の合計はこの極限において収束し、それは 𝜕𝑆に沿って接ベクトルを平行移動
したときのホロノミーによって与えられる。注意として、ホロノミーは 2πの回転の不定
性を伴うが、𝑆を十分小さく取っていればこの不定性は問題にならない。
さて、ホロノミーを具体的に計算しよう。考えている領域において 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 となる座
標をとり、曲面上の正規直交標構を 𝑒𝑖 とする。𝑒𝑖 の平行移動は共変微分

∇𝑖𝑒𝑗 = 𝑒𝑘Γ𝑘
𝑖𝑗 (3)

によって与えられる。𝑒𝑖 を正規直交標構としたので、Γ𝑘
𝑖𝑗 は 𝑗, 𝑘について反対称となる。

また 𝑒𝑖 は接空間の基底であるから、右から行列を作用させるのが自然であることに注意
されよ。反対称行列 (𝔰𝔬(2))を係数とする 1-形式 Γと 2-形式Rを

Γ ≔ Γ𝑖d𝑥𝑖, (Γ)𝑘
𝑗 ≔ Γ𝑘

𝑖𝑗d𝑥𝑖, (R)𝑖𝑗 ≔ 1
2

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙d𝑥𝑘 ∧ d𝑥𝑙 (4)
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によって定義する。経路 𝜕𝑆に沿ったホロノミーは、

exp (∫
𝜕𝑆

Γ) = exp (∫
𝑆

dΓ) = exp (∫
𝑆
R) (5)

と計算される。Γが反対称行列なことから R = dΓ + Γ ∧ Γ = dΓであることを用いた。
また SO(2)の可換性から積分に path orderingを付けなかった。求めたいのは正規直交
標構が回転した角度である。

R = ( 0 𝑅1212
−𝑅1212 0 ) d𝑥1 ∧ d𝑥2 (6)

を回転角 𝜃の定義

exp (∫
𝑆
R) = (cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃 ) = exp (0 −𝜃
𝜃 0 ) (7)

と比較することで、微小な面積における不足角は

𝐾d𝑥1 ∧ d𝑥2 = −𝑅1212d𝑥1 ∧ d𝑥2 = Pf(R) (8)

と求まる。ここでの Pfaffianの定義は 2𝑛次元反対称行列に対して

Pf(𝐴) ≔ (−1)𝑛

2𝑛𝑛!
∑

𝜎∈𝑆2𝑛

sign(𝜎)𝐴𝜎(1)𝜎(2) ⋯ 𝐴𝜎(2𝑛−1)𝜎(2𝑛) (9)

である。符号の付け方が通常の定義と異なることに注意。したがって、

𝜒(𝑀) = 1
2π

∫
𝑀

𝐾d𝑥1 ∧ d𝑥2 = 1
2π

∫
𝑀

Pf(R) ≕ ∫
𝑀

eu(𝑇 𝑀) (10)

と書ける。eu(𝑇 𝑀)は Euler形式と呼ばれる。

指数定理

Gauss-Bonnetの定理を指数定理の形に整理する。Euler標数 𝜒は Betti数の交代和と
して表されるのだった。

𝜒 = ∑
𝑟

(−1)𝑖𝑏𝑟 = ∑
𝑟

(−1)𝑟 dim ker Δ𝑟 (11)

ここで

𝐴 ≔ ⨁
𝑟

(d2𝑟 + d†
2𝑟−1), 𝐴† ≔ ⨁

𝑟
(d2𝑟−1 + d†

2𝑟) (12)
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と定義すると、

ind 𝐴 ≔ dim Ker 𝐴 − dim Ker 𝐴†

= dim Ker(𝐴†𝐴) − dim Ker(𝐴𝐴†)

= dim Ker (⨁
𝑟

Δ2𝑟) − dim Ker (⨁
𝑟

Δ2𝑟+1)

= ∑
𝑟

(−1)𝑟 dim ker Δ𝑟 = 𝜒 (13)

となる。よって

ind 𝐴 = 1
2π

∫
𝑀

Pf(R). (14)

2. 超対称量子力学とWitten指数

Langevin方程式と Fokker–Planck方程式

超対称量子力学をとっつきやすい題材 (私見) から導入することを試みる。1 次元のポ
テンシャル ℎ(𝑥)のもとで、粘性抵抗と、ランダムな揺動 𝜂によって運動する粒子を考え
る。この粒子は以下の運動方程式に従う。

𝑚d𝑥2

d𝑡2 = −𝛾d𝑥
d𝑡

− 𝜕ℎ
𝜕𝑥

+ 𝜂(𝑡) (15)

粘性抵抗が十分大きい場合には 2階微分項を落として

d𝑥
d𝑡

= −dℎ
d𝑥

+ 𝜂(𝑡) (16)

としてよい。簡単のため物理定数は全て 1 とした。この確率微分方程式を考える。ここ
で、𝜂(𝑡)は白色ノイズとする。𝜂(𝑡)についての平均は

⟨𝑋⟩𝜂 = 1
Z𝜂

∫D𝜂 𝑋 exp (−𝛽
4

∫ d𝑡 𝜂(𝑡)2) , (17)

Z𝜂 = ∫D𝜂 exp (−𝛽
4

∫ d𝑡 𝜂(𝑡)2) . (18)

によって与える。等価な系の記述として、粒子の軌跡を追いかけるのではなく、確率分布
𝑃(𝑥, 𝑡)の時間発展を考えることもできる。その場合、𝑃(𝑥, 𝑡)は以下の Fokker–Planck
方程式に従う。

𝜕
𝜕𝑡

𝑃(𝑥, 𝑡) = 𝜕
𝜕𝑥

(1
𝛽

𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜕ℎ
𝜕𝑥

) 𝑃(𝑥, 𝑡). (19)
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導出は付録を参照。Fokker–Planck方程式の固定点は

𝑃eq(𝑥) ≔ e−𝛽ℎ(𝑥)

Z
, Z = ∫ d𝑥 e−𝛽ℎ(𝑥) (20)

で与えられる。

超対称量子力学

以下では式の見やすさのために、ℎ(𝑥) → 2ℎ(𝑥)/𝛽, 𝑡 → 𝛽𝑡 と置き換える。つまり
Fokker–Planck方程式を

𝜕𝑃
𝜕𝑡

= 𝜕
𝜕𝑥

( 𝜕
𝜕𝑥

+ 2dℎ
d𝑥

) 𝑃(𝑥, 𝑡) (21)

とする。これを解くためには右辺の演算子についての固有ベクトルを求めればよい。実は
この演算子のスペクトルは非負になる。これを示すために相似変換

𝑃(𝑥, 𝑡) ↦ 𝜓(𝑥, 𝑡) ≔ eℎ(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑡) (22)

を考えよう。𝜓(𝑥, 𝑡)が従う方程式は

𝜕𝜓
𝜕𝑡

= eℎ(𝑥) 𝜕
𝜕𝑥

( 𝜕
𝜕𝑥

+ 2dℎ
d𝑥

) e−ℎ(𝑥)𝜓(𝑥)

= ( 𝜕
𝜕𝑥

− dℎ
d𝑥

) ( 𝜕
𝜕𝑥

+ dℎ
d𝑥

) 𝜓(𝑥). (23)

で与えられる。この式は虚時間 Schrödinger方程式

𝜕𝜓
𝜕𝑡

= −𝐻+𝜓, 𝐻+ = ( 𝜕
𝜕𝑥

− dℎ
d𝑥

) (− 𝜕
𝜕𝑥

− dℎ
d𝑥

) (24)

とみなせる。𝐻+ は半正定値なので Fokker–Planck方程式のスペクトルは非負になる。基
底状態は

𝜓eq(𝑥) =
√
Z eℎ(𝑥)𝑃eq(𝑥) = e−ℎ(𝑥)

√
Z

(25)

で与えられる。
さて、ここまでで Fokker–Planck方程式と等価な量子系を得たわけだが、この量子系
は超対称量子力学と深く関係している。これを見るために ℎ(𝑥)を −ℎ(𝑥)に置き換えた
Hamiltonian

𝐻− ≔ ( 𝜕
𝜕𝑥

+ dℎ
d𝑥

) (− 𝜕
𝜕𝑥

+ dℎ
d𝑥

) (26)
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を考えてみる。𝐻+ と𝐻− は以下のように書くことができる。

𝐻+ ≔ 𝐴†𝐴, 𝐻− ≔ 𝐴𝐴†, 𝐴 = −i ( d
d𝑥

+ dℎ
d𝑥

) . (27)

注目するべきは、𝐻− がゼロモードを除いて、𝐻+ と同じスペクトルをもつことである。
実際、𝐻+ の固有値𝐸𝑛 の固有ベクトル |𝐸𝑛⟩に対して、𝐴|𝐸𝑛⟩は同じ固有値をもつ𝐻−

の固有ベクトルになる:

𝐻−𝐴|𝐸𝑛⟩ = 𝐴𝐴†𝐴|𝐸𝑛⟩ = 𝐴𝐻+|𝐸𝑛⟩ = 𝐸𝑛𝐴|𝐸𝑛⟩. (28)

このような固有状態のペアができないのは 𝐴|𝐸𝑛⟩ = 0 の場合。すなわち 𝐴†𝐴|𝐸𝑛⟩ =
𝐻+|𝐸𝑛⟩ = 0の場合である。

𝐻+ と𝐻− は超対称パートナーと呼ばれ、超対称量子力学を用いることで整理される。
まず、Hilbert空間が bosonicな部分空間と fermionicな部分空間の直和として

H = HB ⊕ HF (29)

と書かれているとしよう。波動関数は bosonicな成分と fermionicな成分によって

Ψ(𝑥) = (𝜓B(𝑥)
𝜓F(𝑥)) (30)

と表される。ここで複素超電荷 Q,Q† を以下のように定義する。

Q ≔ ( 0 0√
2 𝐴 0) , Q† ≔ (0

√
2 𝐴†

0 0 ) . (31)

これらは冪零性 Q2 = Q†2 = 0を満たす。また Hamiltonianを以下のように定義する。

𝐻 = 1
2

{Q,Q†} = (𝐴†𝐴 0
0 𝐴𝐴†) = (𝐻+ 0

0 𝐻−
) (32)

Hamiltonian 𝐻 によって定められる模型をWitten 模型と呼ぶ。また模型を定めるポテ
ンシャル ℎ(𝑥)は超ポテンシャルと呼ばれる。
この模型がもつ超対称性は演算子の間の代数的な関係式としてまとめることができる。
まず Hamiltonianは以下の交換関係を満たす。

[𝐻,Q] = [𝐻,Q†] = 0. (33)

これらの式は Q,Q† が𝐻の固有値を変えないことを意味する。次に

(−1)𝐹 ≔ (1 0
0 −1) (34)
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と定義する。この演算子は ((−1)𝐹)2 = 1および [𝐻, (−1)𝐹] = 0を満たす。したがって任
意のエネルギー固有状態は (−1)𝐹 の固有値が+1の状態 (boson)と−1の状態 (fermion)
に分かれる。また {(−1)𝐹,Q} = {(−1)𝐹,Q†} = 0 から、Q,Q† は (−1)𝐹 の固有値を
反転する。以上で述べた演算子の間の関係式を超対称性関係と呼ぶ。改めてまとめると、
以下のようになる。

Q2 = Q†2 = 0 (35)
{Q,Q†} = 2𝐻 (36)
[𝐻,Q] = [𝐻,Q†] = 0 (37)
((−1)𝐹)2 = 1 (38)
[𝐻, (−1)𝐹] = 0 (39)
{(−1)𝐹,Q} = {(−1)𝐹,Q†} = 0 (40)

ただし Q,Q†, 𝐻, (−1)𝐹 は独立なものではなく、

1
2

[Q†,Q] = (−1)𝐹𝐻 (41)

が成り立つ。また複素超電荷 Q,Q† の代わりに実超電荷𝑄 ≔ 1√
2 (Q + Q†)を用いるこ

ともできる。この場合、超対称性関係は

𝐻 = 𝑄2 (42)
{(−1)𝐹, 𝑄} = 0 (43)
((−1)𝐹)2 = 0 (44)

となる。
bosonic な状態と fermionic な状態の間の対応は超対称性関係だけから導くことが
できる。まず ((−1)𝐹)2 = 0, [𝐻, (−1)𝐹] = 0 から任意の固有状態は bosonic または
fermionic である。エネルギー 𝐸 > 0 をもつ規格化された bosonic な固有状態 |𝑏𝐸⟩ に
対し、

𝐻Q|𝑏𝐸⟩ = Q𝐻|𝑏𝐸⟩ = 𝐸Q|𝑏𝐸⟩, (45)
(−1)𝐹Q|𝑏𝐸⟩ = −Q(−1)𝐹|𝑏𝐸⟩ = −Q|𝑏𝐸⟩ (46)

より Q|𝑏𝐸⟩はエネルギー𝐸の fermionicな固有状態である。また、この状態のノルムは

⟨𝑏𝐸|Q†Q|𝑏𝐸⟩ = 1
2

⟨𝑏𝐸|{Q†,Q}|𝑏𝐸⟩ − 1
2

⟨𝑏𝐸|[Q†,Q]|𝑏𝐸⟩

= ⟨𝑏𝐸|𝐻|𝑏𝐸⟩ + ⟨𝑏𝐸|(−1)𝐹𝐻|𝑏𝐸⟩
= 2𝐸 (47)
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で与えられる。したがって、

|𝑓𝐸⟩ = 1√
2𝐸

Q|𝑏𝐸⟩ (48)

とおける。同様に、規格化された fermionicな固有状態 |𝑓𝐸⟩が与えられれば、

|𝑏𝐸⟩ = 1√
2𝐸

Q†|𝑓𝐸⟩ (49)

によって bosonicな固有状態が構成される。

Witten指数

Witten指数を以下のように定義する。

ind ≔ dim Ker 𝐻+ − dim Ker 𝐻− = dim Ker 𝐴 − dim Ker 𝐴†. (50)

𝐻+ と𝐻− のスペクトルはゼロモードを除いて等しいという事実から、Witten指数は以
下のように定義することもできる。

ind = Tr(−1)𝐹. (51)

ただし、この表示において単純に

Tr(−1)𝐹 = Tr (1 0
0 −1) = 0 (52)

とはできない。なぜならばそれぞれのブロックの 1は無限次元の Hilbert空間に作用する
恒等演算子であり、指数の定義は∞ − ∞の形になっているからである。実際には、指数
の定義は以下のように正則化 (熱核正則化)した形で理解するべきである。

ind = Tr[(−1)𝐹e−𝛽𝐻] = Tr e−𝛽𝐻+ − Tr e−𝛽𝐻−, 𝛽 > 0. (53)

この 𝛽 は Fokker–Planck 方程式における 𝛽 とは全く別物なので注意。別の正則化とし
て、固有値にカットオフ Λを定めるというものもある。この場合、

ind = ∑
𝜆+∈Spec 𝐻+

𝜆+≤Λ

1 − ∑
𝜆−∈Spec 𝐻−

𝜆−≤Λ

1 (54)

となる。ただし、連続スペクトルがある場合には正則化に依存する補正項が入ることがあ
るため注意が必要である (付録を参照)。
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次にWitten指数の幾何学的解釈を与えよう。実は、Witten指数は

ind = (ℎ(𝑥)の極小点の数) − (ℎ(𝑥)の極大点の数) (55)

として計算できる。この等式の導出は後ほど。右辺は ℎ(𝑥)の連続的な変形に対して常に
保たれるため、位相不変量と言える。
例えば ℎ(𝑥)が 𝑥 → ±∞で正の無限大に発散する場合を考えよう。この時ポテンシャ
ル ℎ(𝑥)で指定される Fokker–Planck方程式には一意な熱平衡状態 (=ゼロモード)が存
在するが、−ℎ(𝑥)の下では粒子が 𝑥 → ±∞に逃げていくので熱平衡状態は存在しない。
したがってWitten指数は 1 − 0 = 1になる。一方で ℎ(𝑥)の極小点の数は極大点の数よ
り必ず 1大きくなる。
また 𝑥 ∈ 𝑆1 とすることもできる。この時 ℎ(𝑥)が有限なポテンシャルならば、±ℎ(𝑥)
に対して一意な熱平衡状態が存在する。よってWitten 指数は 1 − 1 = 0 である。一方
ℎ(𝑥)の極大点の数と極小点の数は一致する。

調和振動子

具体例として、ℎ(𝑥) = 𝑥2/2の場合を考えてみる。この時

𝐴 = −i ( d
d𝑥

+ dℎ
d𝑥

) = −i ( d
d𝑥

+ 𝑥) = −
√

2 i𝑎 (56)

である。ここで 𝑎は調和振動子の消滅演算子である。Hamiltonianは

𝐻 = (𝐴†𝐴 0
0 𝐴𝐴†) = 2 (𝑎†𝑎 0

0 𝑎𝑎†) (57)

となる。ゼロモードは bosonicなセクターのみに存在し、

Ψ(𝑥) = e−𝑥2/2|0⟩ (58)

で与えられる。ここで |0⟩は fermionに対する Fock真空である。Witten指数は

ind = dim Ker 𝑎 − dim Ker 𝑎† = 1 − 0 = 1 (59)

である。また ℎ(𝑥) = 𝑥2/2の極小点は 1個、極大点は 0個であり、幾何学的な指数の定
義 (55)が成り立っていることが分かる。
次に ℎ(𝑥) = −𝑥2/2の場合を考える。このとき

𝐻 = 2 (𝑎𝑎† 0
0 𝑎𝑎†) (60)
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であり、先ほどとは逆で fermionicなセクターが以下のゼロモードをもつ。

Ψ(𝑥) = e−𝑥2/2𝜓†|0⟩ (61)

ただし 𝜓† は fermionの生成演算子である。Witten指数は

ind = dim Ker 𝑎† − dim Ker 𝑎 = 0 − 1 = −1 (62)

となる。

3. Morse理論

微分形式の超対称量子力学による表現

この節ではより一般的な形で 𝑑次元 Riemann多様体𝑀上の超対称量子力学を考える。
まず複素超電荷として、以下の演算子を考える。

Q ≔ 𝜓†𝑖 (𝑝𝑖 − i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) , Q† ≔ 𝜓𝑖 (𝑝†

𝑖 + i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) . (63)

𝑝𝑖 は運動量演算子であり、交換関係

[𝑝𝑖, 𝑓(𝑥)] = −i𝜕𝑖𝑓(𝑥) (64)

に従う。一般の多様体上の量子力学では 𝑝†
𝑖 = 𝑝𝑖 とはできないことに注意する。微分形式

の文脈で外微分の随伴 d† が計量 𝑔𝑖𝑗 およびその行列式 det 𝑔による寄与を含むことを思
い出されよ。また 𝜓𝑖 はフェルミオン演算子であり、

[𝑝𝑖, 𝜓𝑗] = 0, [𝑝𝑖, 𝜓†𝑗] = 0, (65)
{𝜓𝑖, 𝜓𝑗} = {𝜓†𝑖, 𝜓†𝑗} = 0, {𝜓†𝑖, 𝜓𝑗} = 𝛿𝑖

𝑗 (66)

に従うとする。この定義には流儀がありそうで、[𝑝𝑖, 𝜓𝑗] = 0, [𝑝𝑖, 𝜓†
𝑗 ] = 0としている文

献もあった。微分形式との対応関係を尊重してこのような定義にしている。Qの冪零性は
以下のように確認される。

Q2 = 𝜓†𝑖𝜓†𝑗 (𝑝𝑖 − i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) (𝑝𝑗 − i 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑗 ) = 0. (67)

Q† についても同様。ここで、fermionの生成消滅演算子は形式的に

𝜓†𝑗 = d𝑥𝑗∧, 𝜓𝑗 = 𝜄𝜕𝑗
(68)

11



と置き換えることができる。このように見ると、波動関数と微分形式の間に

Ψ𝑖1⋯𝑖𝑝
(𝑥)𝜓†𝑖1 ⋯ 𝜓†𝑖𝑝 |0⟩ ↔ Ψ𝑖1⋯𝑖𝑝

(𝑥)d𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑝 (69)

という対応がつく。また内部積 𝜄𝜕𝑗
は

𝜄𝜕𝑗
(d𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑝) = ∑

𝑛
(−1)𝑛−1𝛿𝑖𝑛

𝑗 d𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧���d𝑥𝑖𝑛 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑝 (70)

を線形に拡張して得られるが、これは 𝜓𝑗 の作用に完全に対応している。したがって、
fermionは微分形式の自由度を表しているとみなすことができ、𝑛-fermion状態は 𝑛-form
に対応する。

共変微分

この節の内容は超対称量子力学の Hamilton形式をすっきりまとめるためのものである
が、次節のWitten指数の計算ではそこまで必要ではない。曲がった多様体上では偏微分
に対応する演算子 𝑝𝑖 は使いにくいため、共変微分に対応する演算子

𝜋𝑖 ≔ 𝑝𝑖 + iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜓†𝑗𝜓𝑘 = −i∇𝑖 (71)

を定義する。Γ𝑘
𝑖𝑗 は Levi-Civita接続

Γ𝑘
𝑖𝑗 = 1

2
𝑔𝑘𝑙(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝑔𝑖𝑗) (72)

である。この演算子は

[𝜋𝑖, 𝜓𝑗] = −iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜓𝑘, [𝜋𝑖, 𝜓𝑗] = iΓ𝑗

𝑖𝑘𝜓𝑘, (73)

[𝜋𝑖, 𝜓†
𝑗 ] = −iΓ𝑘

𝑖𝑗𝜓†
𝑘, [𝜋𝑖, 𝜓†𝑗] = iΓ𝑗

𝑖𝑘𝜓†𝑘, (74)
[𝜋𝑖, 𝜋𝑗] = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑘𝜓𝑙 (75)

を満たす。ここで𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 は Riemannテンソル

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 ≔ (𝜕𝑖Γ𝑚
𝑗𝑘 − 𝜕𝑗Γ𝑚

𝑖𝑘 + Γ𝑛
𝑖𝑘Γ𝑘

𝑗𝑚 − Γ𝑛
𝑗𝑘Γ𝑘

𝑖𝑚)𝑔𝑚𝑙 (76)

である。また 𝜋𝑖 の共役は以下のように書かれる。

𝜋†
𝑖 = 𝜋𝑖 − i 1√

det 𝑔
𝜕𝑖√det 𝑔 = 𝜋𝑖 − iΓ𝑗

𝑖𝑗. (77)
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特に 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 としたとき、𝜋𝑖 は Hermitianになる。超電荷Q,Q† を定義する際に、𝑝𝑖

の代わりに 𝜋𝑖 を用いて

Q ≔ 𝜓†𝑖 (𝑝𝑖 − i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) = 𝜓†𝑖 (𝜋𝑖 − i 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖 ) , (78)

Q† ≔ 𝜓𝑖 (𝑝†
𝑖 + i 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖 ) = 𝜓𝑖 (𝜋𝑖 + i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) (79)

と表せる。Qの表示は

𝜓†𝑖𝜋𝑖 = 𝜓†𝑖(𝑝𝑖 + iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜓†𝑗𝜓𝑘) = 𝜓†𝑖𝑝𝑖 (80)

より分かる。Q† の表示は

𝜓𝑖𝜋𝑖 = 𝜋𝑖𝜓𝑖 − [𝜋𝑖, 𝜓𝑖] = 𝜋𝑖𝜓𝑖 − iΓ𝑖
𝑖𝑗𝜓𝑗 = 𝜋†

𝑖 𝜓𝑖 (81)

より分かる。Hamiltonは以下のように計算される。

2𝐻 = {Q,Q†}

= {𝜓†𝑖 (𝜋𝑖 − i 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖 ) , 𝜓𝑗 (𝜋𝑗 + i 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑗 )}

= {𝜓†𝑖𝜋𝑖, 𝜓𝑗𝜋𝑗} + {𝜓†𝑖, 𝜓𝑗} 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑗

+ i𝜓†𝑖 [𝜋𝑖, 𝜓𝑗 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑗 ] − i𝜓𝑗 [𝜋𝑗, 𝜓†𝑖 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖 ]

= Δ + 𝑔𝑖𝑗 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑗 + [𝜓†𝑖, 𝜓𝑗] ( 𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 − Γ𝑘
𝑖𝑗

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑘 ) . (82)

ここでΔは以下のように成分表示される。

Δ ≔ {d, d†} = {𝜓†𝑖𝜋𝑖, 𝜓𝑗𝜋𝑗}
= 𝜓†𝑖[𝜋𝑖, 𝜓𝑗]𝜋𝑗 + 𝜓†𝑖𝜓𝑗[𝜋𝑖, 𝜋𝑗] + {𝜓†𝑖, 𝜓𝑗}𝜋𝑗𝜋𝑖 − 𝜓𝑗[𝜓†𝑖, 𝜋𝑗]𝜋𝑖

= 𝑔𝑖𝑗(𝜋𝑖𝜋𝑗 + iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜋𝑘) + 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓𝑗𝜓†𝑘𝜓𝑙 (83)

である。ただし公式

{𝐴𝐵, 𝐶𝐷} = 𝐴[𝐵, 𝐶]𝐷 + 𝐴𝐶[𝐵, 𝐷] + {𝐴, 𝐶}𝐷𝐵 − 𝐶[𝐴, 𝐷]𝐵 (84)

を用いた。さらに、等式𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑅𝑖𝑘𝑙𝑗 + 𝑅𝑖𝑙𝑗𝑘 = 0および𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑖𝑗𝑙𝑘 から

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓†𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙 = (−𝑅𝑖𝑘𝑙𝑗 − 𝑅𝑖𝑙𝑗𝑘)𝜓†𝑖𝜓†𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙

= (𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 − 𝑅𝑖𝑙𝑗𝑘)𝜓†𝑖𝜓†𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙

= −2𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓𝑗𝜓†𝑘𝜓𝑙 + 2𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙𝑔𝑘𝑗𝜓†𝑖𝜓𝑙

= −2𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓𝑗𝜓†𝑘𝜓𝑙 − 2𝑅𝑖𝑗𝜓†𝑖𝜓𝑗 (85)
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となる。よって、

Δ = 𝑔𝑖𝑗(𝜋𝑖𝜋𝑗 + iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜋𝑘) − 𝑅𝑖𝑗𝜓†𝑖𝜓𝑗 − 1

2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓†𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙 (86)

となる。Laplacianのこのような成分表示は微分形式の理論においてWeitzenböck iden-
tityとして知られている。

Morse理論

さて、Hamiltonian 𝐻 = 1
2{Q,Q†}で定められる超対称量子力学系に対し、Witten指

数を求めよう。(−1)𝐹 は fermion数が偶数個の状態に対して固有値 +1を、奇数個の状
態に対して固有値 −1を与える演算子として定義される。よってWitten指数は

ind = (偶数 fermionのゼロモードの数) − (奇数 fermionのゼロモードの数) (87)

となる。超電荷 Q,Q† は

Q = e−ℎ(−i𝜓†𝑖𝜕𝑖)eℎ = −ie−ℎdeℎ, (88)
Q† = eℎ(−i𝜓𝑖𝜕𝑖)e−ℎ = −ieℎd†e−ℎ (89)

と書き直せる。考えている多様体𝑀がコンパクトで ℎ(𝑥)が有限の場合、Witten指数は
ℎ(𝑥)の連続変形に対して不変なので、特に ℎ(𝑥) = 0の場合を考えることができる。こ
のとき Q = d,Q† = d†, 𝐻 = 1

2Δであり、ゼロモードは調和形式である。したがって、
Witten指数は Euler数になる。

ind = Tr(−1)𝐹 = ∑
𝑟

(−1)𝑟𝑏𝑟 = 𝜒. (90)

次に、Witten 指数の幾何学的解釈 (55) を導出しよう。多様体上に関数 ℎ(𝑥) を考え、
その極値から多様体の情報を引き出す枠組みはMorse理論とよばれる。超対称量子力学
によってMorse理論は物理的考察から理解することができる。Witten指数が位相不変量
であることから、ℎ(𝑥) を ℎ(𝑥)/~ で置き換えて ~ → 0 の極限を取ってよい。このとき
𝜕𝑖ℎ(𝑥) ≠ 0 であるような点においてポテンシャルが発散するため、ゼロモードは ℎ(𝑥)
の臨界点付近に局在する。臨界点とは、ℎ(𝑥) が極値をとる点 𝑥 のことである。臨界点
𝑥0 ∈ 𝑀において Hessian ∇𝑖∇𝑗ℎ = 𝜕𝑖𝜕𝑗ℎを対角化する座標をとると、

ℎ(𝑥) ≈ ∑
𝑖

𝜆𝑖
2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0)2 (91)
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と表せる。ここで 𝜆𝑖 は Hessianの固有値である。臨界点付近に局在するモードに対する
Hamiltonianは

𝐻 ≈ ∑
𝑖

1
~2 (𝐴†

𝑖 𝐴𝑖 0
0 𝐴𝑖𝐴†

𝑖
) , 𝐴𝑖 ≔ −i~ 𝜕

𝜕𝑥𝑖 − i𝜆𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0) (92)

と近似できる。各座標軸に対応する項は調和振動子の超対称量子力学系であり、𝜆𝑖 > 0
の場合は bosonicなゼロモード

exp (−𝜆𝑖
2~

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0)2) |0⟩, (93)

𝜆𝑖 < 0の場合は fermionicなゼロモード

exp (𝜆𝑖
2~

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0)2) 𝜓†𝑖|0⟩ (94)

がある。Hessianの負の固有値が 𝑟個あるとき、その臨界点の Morse指数は 𝑟であると
いう。臨界点 𝑥0 付近に存在するゼロモードは fermion数が 𝑟となる以下のゼロモードを
もつ。

exp (− ∑
𝑖

|𝜆𝑖|
2~

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0)2) 𝜓†𝑖1 ⋯ 𝜓†𝑖𝑟 |0⟩ (95)

ここで 𝑖1, … , 𝑖𝑟 は Hessianの負の固有値の方向を表す。ただし、トンネル効果によって
複数のゼロモードが相互作用し、一般に準位の分裂が起こるため、これらのゼロモードは
近似的なものである。Morse指数が 𝑟であるような臨界点の数を𝑚𝑟 とすると、fermion
数が 𝑟の厳密なゼロモードの数は Betti数 𝑏𝑟 で与えられるので、

𝑚𝑟 ≥ 𝑏𝑟 (96)

が成り立つ。これを弱い形のMorseの不等式と言う。しかし超対称性から、余分に数えら
れたゼロモードの数は bosonicなものと fermionicなもので一致するため、Witten指数
は近似的ゼロモードによって計算してよい。以上の議論をまとめると、多様体𝑀上の関
数 ℎ(𝑥)に対し、Morse指数が 𝑟であるような臨界点の数を𝑚𝑟 とすると、

ind = ∑
𝑟

(−1)𝑟𝑚𝑟 = 𝜒. (97)

この式はMorse理論の基本定理と呼ばれる。
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4. Chern–Gauss–Bonnetの定理
ここまでで超対称量子力学と指数定理の関係を概観してきたが、超対称量子力学による
記述は単に微分形式の理論を書き換えたに過ぎないと思われるかもしれない。しかし、こ
の書き換えによって量子力学における様々な道具が使えるようになる。以下では超対称量
子力学の経路積分表示によって Gauss–Bonnet の定理の 2𝑛 次元多様体への拡張である
Chern–Gauss–Bonnetの定理

𝜒(𝑀) = ∫
𝑀

eu(𝑇 𝑀) ≔ 1
(2π)𝑛 ∫

𝑀
Pf(R) (98)

を証明しよう。

Lagrangianの導出

先ほどはHamilton形式での超対称量子力学を議論したが、経路積分のために Lagrange
形式を導こう。以下では ℎ(𝑥) = 0の場合のみを考える。すなわち Q = dの場合である。
まず Hamiltonianは

𝐻 = 1
2

Δ = 1
2

𝑔𝑖𝑗(𝜋𝑖𝜋𝑗 + iΓ𝑘
𝑖𝑗𝜋𝑘) − 1

2
𝑅𝑖𝑗𝜓†𝑖𝜓𝑗 − 1

4
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓†𝑖𝜓†𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙 (99)

と表されるのだった。Lagrangianを求める上で最も正統な方法は正準形式からはじめて
完全系を挿入することで経路積分を導出し、そこから作用を読み取ることであるが、ここ
では以下の Lagrangianを与えてしまうことにする。

𝐿 = 1
2

𝑔𝑖𝑗𝑥̇𝑖𝑥̇𝑗 + i𝑔𝑖𝑗𝜓∗𝑖 ∇
d𝑡

𝜓𝑗 − 1
4

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓∗𝑖𝜓∗𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙, (100)

∇
d𝑡

𝜓𝑖 ≔ ̇𝜓𝑖 + 𝑥̇𝑘Γ𝑖
𝑘𝑗𝜓𝑗. (101)

この Lagrangianの導出ができなくて困っているところ。Ricciテンソルは一体どこに行っ
てしまったのか。この作用は以下の超対称性変換に対して不変である。

𝛿𝑥𝑖 = 𝜀∗𝜓𝑖 − 𝜀𝜓†𝑖 (102)
𝛿𝜓𝑖 = 𝜀(−i𝑥̇𝑖 + Γ𝑖

𝑗𝑘𝜓†𝑗𝜓𝑘) (103)
𝛿𝜓†𝑖 = 𝜀∗(i𝑥̇𝑖 + Γ𝑖

𝑗𝑘𝜓†𝑗𝜓𝑘) (104)
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経路積分

気を取り直してWitten指数を求めていこう。熱核正則化による形を経路積分を用いて
表すと、

Tr[(−1)𝐹e−𝛽𝐻] = ∫
PBC

D𝑥D𝜓D𝜓∗ e−𝑆[𝑥,𝜓,𝜓∗]. (105)

ここで Euclid化した作用は

𝑆 = ∫
𝛽

0
𝐿d𝑡, (106)

𝐿 = 1
2

𝑔𝑖𝑗𝑥̇𝑖𝑥̇𝑗 + i𝑔𝑖𝑗𝜓∗𝑖 ∇
d𝑡

𝜓𝑗 − 1
4

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓∗𝑖𝜓∗𝑗𝜓𝑘𝜓𝑙 (107)

である。Witten指数は 𝛽によらないから 𝛽 → 0の極限を考えることにすると、𝑥̇, ̇𝜓が
定数でないような経路は積分に寄与しない。したがって、定数の経路 𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝜓(𝑡) =
𝜓0, 𝜓∗(𝑡) = 𝜓∗

0 に関して経路積分を行うと、

ind ∝ ∫
𝑀

dvol ∫ d𝜓0 d𝜓∗
0 exp (−1

4
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓∗𝑖

0 𝜓∗𝑗
0 𝜓𝑘

0𝜓𝑙
0)

= ∫
𝑀

dvol(−1)𝑛

4𝑛𝑛!
𝜀𝑖1𝑗1⋯𝑖𝑛𝑗𝑛𝜀𝑘1𝑙1⋯𝑘𝑛𝑙𝑛𝑅𝑖1𝑗1𝑘1𝑙1

⋯ 𝑅𝑖𝑛𝑗𝑛𝑘𝑛𝑙𝑛

= ∫
𝑀

(−1)𝑛

2𝑛𝑛!
𝜀𝑖1𝑗1⋯𝑖𝑛𝑗𝑛R𝑖1𝑗1

∧ ⋯ ∧ R𝑖𝑛𝑗𝑛

= ∫
𝑀

Pf(R) (108)

となる。ここで R ≔ 1
2𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙d𝑥𝑘 ∧ d𝑥𝑙 である。また𝑀 の次元を 2𝑛 とした。よって

Chern-Gauss-Bonnetの定理が導かれるが、比例係数を決定する作業がまだ残っている。
これは定数経路のまわりのゆらぎの寄与を計算することで実行される。まずゆらぎを周波
数ごとに分解して

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖
0 + 1√

𝛽
∑
𝑓≠0

e2iπ𝑓𝑡/𝛽𝑥𝑖
𝑓 (109)

𝜓𝑖(𝑡) = 𝜓𝑖
0 + 1√

𝛽
∑
𝑓≠0

e2iπ𝑓𝑡/𝛽𝜓𝑖
𝑓 (110)

𝜓∗𝑖(𝑡) = 𝜓∗𝑖
0 + 1√

𝛽
∑
𝑓≠0

e−2iπ𝑓𝑡/𝛽𝜓∗𝑖
𝑓 (111)
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とおく。一般に 𝑥 ∈ 𝑀をこのように Fourier展開することはできないが、今は 𝑥𝑖
0 まわ

りの微小なゆらぎを考えているため、このように展開してしまって良い。経路積分測度は

∏
𝑡

d2𝑛𝑥(𝑡)
(2π)𝑛 = 𝛽𝑛 d2𝑛𝑥0

(2π)𝑛 ∏
𝑓≠0

d2𝑛𝑥𝑓

(2π)𝑛 , (112)

∏
𝑡

d2𝑛𝜓(𝑡) d2𝑛𝜓∗(𝑡) = d2𝑛𝜓0 d2𝑛𝜓∗
0

𝛽2𝑛 ∏
𝑓≠0

d2𝑛𝜓𝑓 d2𝑛𝜓∗
𝑓 (113)

となる。ここで空間の測度に 1/(2π)𝑛 の因子をつける理由については

⟨𝑥(𝑡 + 𝛿𝑡)| exp (− 𝑝2

2𝑚
𝛿𝑡) |𝑥(𝑡)⟩ = 1√

2π
exp (−𝑚

2
𝑥̇2𝛿𝑡) (114)

を思い出してほしい。注意として演算子としての反交換関係 {𝜓†𝑖, 𝜓𝑗} = 𝑔𝑖𝑗(𝑥) から、
fermionの測度に det 𝑔による補正をいれる必要がある。ここでは 𝑔𝑖𝑗(𝑥0) = 𝛿𝑖𝑗 とおく
ことで det 𝑔 = 1とする。すると bosonicな微小ゆらぎの作用は以下のようになる。

𝑆1 ≈ 1
2

∫
𝛽

0
d𝑡 𝛿𝑖𝑗𝑥̇𝑖𝑥̇𝑗 = 1

2
∑
𝑓≠0

(2π𝑓
𝛽

)
2

𝛿𝑖𝑗𝑥𝑖
−𝑓𝑥𝑗

𝑓. (115)

経路積分を実行すると、

∫ ∏
𝑓≠0

d2𝑛𝑥𝑓

(2π)𝑛 e−𝑆1[𝑥] = ∏
𝑓>0

( 𝛽
2π𝑓

)
2𝑛

. (116)

また fermionicな微小ゆらぎの作用は以下のようになる。

𝑆2 ≈ ∫
𝛽

0
d𝑡𝛿𝑖𝑗𝜓∗𝑖i d

d𝑡
𝜓𝑗 = − ∑

𝑓≠0

2π𝑓
𝛽

𝛿𝑖𝑗𝜓∗𝑖
𝑓 𝜓𝑗

𝑓. (117)

よって経路積分すると、

∫ ∏
𝑓≠0

d2𝑛𝜓𝑓 d2𝑛𝜓∗
𝑓 e−𝑆2[𝜓∗,𝜓] = ∏

𝑓≠0
(2π𝑓

𝛽
)

𝑛
= ∏

𝑓>0
(2π𝑓

𝛽
)

2𝑛
. (118)

したがってゆらぎの寄与は bosonと fermionで相殺する。以上により、

𝜒(𝑀) = ∫
𝑀

dvol
(2π)𝑛 ∫ d2𝑛𝜓0 d2𝑛𝜓∗

0
𝛽𝑛 exp (−𝛽

4
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓∗𝑖

0 𝜓∗𝑗
0 𝜓𝑘

0𝜓𝑙
0) .

= ∫
𝑀

dvol
(2π)𝑛 ∫ d2𝑛𝜓0 d2𝑛𝜓∗

0 exp (−1
4

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝜓∗𝑖
0 𝜓∗𝑗

0 𝜓𝑘
0𝜓𝑙

0) .

= 1
(2π)𝑛 ∫

𝑀
Pf(R) = ∫

𝑀
eu(𝑀). (119)
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指数定理の証明の枠組み

Chern–Gauss–Bonnet の定理の証明で、超対称量子力学による指数定理の証明の枠組
みが掴めたのではなかろうか。証明を振り返ってみると、まず作用素Δの指数が求めた
いとして、それを熱核正則化したWitten指数 Tr[(−1)𝐹e−𝛽Δ]に置き換える。指数の定
義からするとゼロモードのみが生き残る 𝛽 → ∞の極限が自然であろうが、𝛽 → 0の極
限で指数を求める。Trの展開の仕方としては、座標による展開

ind = ∫ dvol ⟨𝑥|(−1)𝐹e−𝛽𝐻|𝑥⟩ (120)

とエネルギーによる展開

ind = ∑
𝑛

(−1)𝐹𝑛e−𝛽𝐸𝑛 (121)

がある。前者の求め方が我々が用いたものであり、後者の求め方は熱核の方法と言われる。
被積分量 ⟨𝑥|(−1)𝐹e−𝛽𝐻|𝑥⟩を求めるためには経路積分と鞍点近似を用いる。Hirzeburch
符号数定理やスピン複体に対する Atiyah–Singer指数定理の証明の場合、(−1)𝐹 をカイ
ラリティに読み替えるが、大体は同じである。

付録 A. 連続スペクトルをもつWitten模型
この節の内容は Hirayama(1983)による。1次元のWitten模型

𝐻 = (𝐴†𝐴 0
0 𝐴𝐴†) , 𝐴 = −i d

d𝑥
− idℎ

d𝑥
(122)

を考える。ただし、ℎ(𝑥)は

ℎ′(−∞) = 𝜆, ℎ′(+∞) = 𝜇 (123)

を満たすとする。超対称電荷は

Q ≔ ( 0 0√
2 𝐴 0) , Q† ≔ (0

√
2 𝐴†

0 0 ) (124)

で与えられる。Hamiltonianのポテンシャル項を

𝑉±(𝑥) ≔ ℎ′(𝑥)2 ∓ ℎ″(𝑥) (125)

とおくと、

𝑉±(+∞) = 𝜇2, 𝑉±(−∞) = 𝜆2 (126)
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となる。量子力学系としては散乱解をもつ問題を考えることになる。
Witten指数は ind = dim Ker 𝐴 − dim Ker 𝐴† である。これは 𝜆と 𝜇の符号によって
分類できる。ただし 𝜆, 𝜇 のいずれかがゼロになる場合は考えない。𝜆 < 0, 𝜇 > 0 の場
合、ポテンシャル ℎ(𝑥)に対する Fokker–Planck方程式が熱平衡状態をもち、−ℎ(𝑥)は
熱平衡状態をもたないので、ind = +1である。同様に、𝜆 > 0, 𝜇 < 0ならば ind = −1
である。𝜆, 𝜇の符号が同じならば ind = 0である。以上をまとめて、

ind = 1
2

(sign 𝜇 − sign 𝜆) (127)

と書ける。ここで、以下の量を計算してみよう。

𝐽(𝑧) ≔ Tr [(−1)𝐹 𝑧
𝐻 + 𝑧

] (128)

これは 𝐽(0) = Tr(−1)𝐹 の正則化とみなせるから、Witten指数と一致しそうに思われる
が、連続スペクトルの寄与を考慮する必要がある。まず、𝐻のエネルギー𝐸の固有状態を

(𝑏𝐸(𝑥)
0 ) , ( 0

𝑓𝐸(𝑥)) (129)

とおく。超対称性により、

𝑓𝐸(𝑥) = 1√
𝐸

𝐴𝑏𝐸(𝑥) (130)

とおける。この等式および𝐴†𝐴𝑏𝐸(𝑥) = 𝐸𝑏𝐸(𝑥)を用いると、

|𝑏𝐸(𝑥)|2 − |𝑓𝐸(𝑥)|2

= 1
2𝐸

(𝐻+𝑏𝐸(𝑥))∗𝑏𝐸(𝑥) + 1
2𝐸

𝑏∗
𝐸(𝑥)𝐻+𝑏𝐸(𝑥) − 1

𝐸
|𝐴𝑏𝐸(𝑥)|2

= 1
2𝐸

(−𝑏″∗
𝐸 + ℎ′2𝑏∗

𝐸 − ℎ″𝑏∗
𝐸)𝑏𝐸 + 1

2𝐸
𝑏∗

𝐸 (−𝑏″
𝐸 + ℎ′2𝑏𝐸 − ℎ″𝑏𝐸)

− 1
𝐸

|𝑏′
𝐸 + ℎ′𝑏𝐸|2

= − 1
2𝐸

(𝑏∗
𝐸𝑏″

𝐸 + 2𝑏′∗
𝐸𝑏′

𝐸 + 𝑏𝐸𝑏″
𝐸) − 1

𝐸
(ℎ″|𝑏𝐸|2 + ℎ′𝑏′∗

𝐸𝑏𝐸 + ℎ′𝑏∗
𝐸𝑏′

𝐸)

= − 1
𝐸

[1
2

d2

d𝑥2 |𝑏𝐸|2 + d
d𝑥

(ℎ′|𝑏𝐸|2)] . (131)
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すると連続スペクトルの寄与は、

𝐽𝐶(𝑧) ≔ 𝐽(𝑧) − ind = ∫
∞

−∞
d𝑥 ∑

𝐸>0

𝑧
𝐸 + 𝑧

(|𝑏𝐸(𝑥)|2 − |𝑓𝐸(𝑥)|2)

= ∫
∞

−∞
d𝑥 ∑

𝐸>0

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

[1
2

d2

d𝑥2 |𝑏𝐸|2 + d
d𝑥

(ℎ′|𝑏𝐸|2)]

= ∫
∞

−∞
d𝑥 ∑

𝐸>0

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

[ℎ′|𝑏𝐸|2]+∞
𝑥=−∞

. (132)

これを具体的に計算しよう。𝜇 > 𝜆として一般性を失わない。エネルギーが 𝐸 ≥ 𝜇2 を
満たすとき、固有状態は以下のように表される。

𝑏(1)
𝐸 (𝑥) = {ei𝑘1(𝑥) + 𝑅(1)e−i𝑘1𝑥 𝑥 ∼ −∞

𝑇 (1)(𝐸)ei𝑘2𝑥 𝑥 ∼ +∞
(133)

𝑏(2)
𝐸 (𝑥) = {e−i𝑘2(𝑥) + 𝑅(2)e−i𝑘2𝑥 𝑥 ∼ +∞

𝑇 (2)(𝐸)e−i𝑘1𝑥 𝑥 ∼ −∞
. (134)

ここで

𝑘1 =
√

𝐸 − 𝜆2 , 𝑘2 = √𝐸 − 𝜇2 (135)

である。𝑥 → ±∞でのそれぞれの固有状態の 𝐽𝐶(𝑧)への寄与を求めると、以下のように
なる。

∑
𝐸≥𝜇2

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

ℎ′(+∞)|𝑏(1)
𝐸 (+∞)|2 = ∫

∞

0

d𝑘1
2π

−𝜇𝑧𝜃(𝐸 − 𝜇2)
𝐸(𝐸 + 𝑧)

|𝑇 (1)|2 (136)

∑
𝐸≥𝜇2

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

ℎ′(+∞)|𝑏(2)
𝐸 (+∞)|2 = ∫

∞

0

d𝑘2
2π

−𝜇𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

(1 + |𝑅(2)|2) (137)

∑
𝐸≥𝜇2

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

ℎ′(−∞)|𝑏(1)
𝐸 (−∞)|2 = ∫

∞

0

d𝑘1
2π

−𝜆𝑧𝜃(𝐸 − 𝜇2)
𝐸(𝐸 + 𝑧)

(1 + |𝑅(1)|2)

(138)

∑
𝐸≥𝜇2

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

ℎ′(−∞)|𝑏(2)
𝐸 (−∞)|2 = ∫

∞

0

d𝑘2
2π

−𝜆𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

|𝑇 (2)|2. (139)

ここで |𝑏(𝑖)
𝐸 (𝑥)|2 の中で振動する項は積分によって消えるため無視した。1次元の散乱理

論により成り立つ関係式

𝑘2|𝑇 (1)(𝐸)|2 = 𝑘1|𝑇 (2)(𝐸)|2 (140)
|𝑅(1)(𝐸)|2 + |𝑇 (2)(𝐸)|2 = |𝑅(2)(𝐸)|2 + |𝑇 (1)(𝐸)|2 = 1 (141)
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および 𝑘1d𝑘1 = 𝑘2d𝑘2 を用いると、

d𝑘1 |𝑇 (1)|2 + d𝑘2 (1 + |𝑅(1)|2) = d𝑘2 (1 + |𝑅(2)|2 + |𝑇 (2)|2) = 2 d𝑘2 , (142)
d𝑘2 |𝑇 (2)|2 + d𝑘1 (1 + |𝑅(1)|2) = d𝑘1 (1 + |𝑅(1)|2 + |𝑇 (1)|2) = 2 d𝑘1 . (143)

よって以下のようにまとめられる。

∫
∞

0

d𝑘2
2π

−2𝜇𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

− ∫
∞

0

d𝑘1
2π

−2𝜆𝑧𝜃(𝐸 − 𝜇2)
𝐸(𝐸 + 𝑧)

. (144)

次に 𝜆2 ≤ 𝐸 < 𝜇2 のとき、波動関数は

|𝑏(𝑖)
𝐸 (−∞)|2 = 2, |𝑏(𝑖)

𝐸 (+∞)|2 = 0 (145)

を満たす。したがって、

∑
𝑖=1,2

∑
𝜆2≤𝐸<𝜇2

−𝑧
𝐸(𝐸 + 𝑧)

{ℎ′(𝑥)|𝑏(𝑖)
𝐸 (𝑥)|2}+∞

𝑥=−∞ = ∫
∞

0

d𝑘1
2π

−2𝜆𝑧𝜃(𝜇2 − 𝐸)
𝐸(𝐸 + 𝑧)

(146)

となる。以上の寄与を全て足しあげると、

𝐽𝐶(𝑧) = − 𝑧
π

∫
∞

0
d𝑘 [ 𝜇

(𝑘2 + 𝜇2 + 𝑧)(𝑘2 + 𝜇2)
− 𝜆

(𝑘2 + 𝜆2 + 𝑧)(𝑘2 + 𝜆2)
]

= 1
2

( 𝜇
√𝜇2 + 𝑧

− 𝜆√
𝜆2 + 𝑧

) − 1
2

(sign 𝜇 − sign 𝜆)

= 1
2

( 𝜇
√𝜇2 + 𝑧

− 𝜆√
𝜆2 + 𝑧

) − ind . (147)

途中計算で留数積分

− 𝑧
π

∫
∞

−∞
d𝑘 𝜇

(𝑘2 + 𝜇2 + 𝑧)(𝑘2 + 𝜇2)
= − 𝑧

π
( 2πi𝜇

2i√𝜇2 + 𝑧 (−𝑧)
+ 2πi𝜇

2i𝜇𝑧
)

= 𝜇
√𝜇2 + 𝑧

− sign 𝜇 (148)

を用いた。したがって、

𝐽(𝑧) = ind +𝐽𝐶(𝑧) = 1
2

( 𝜇
√𝜇2 + 𝑧

− 𝜆√
𝜆2 + 𝑧

) . (149)

となる。
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付録 B. Fokker–Planck方程式の導出
Langevin方程式

d𝑥
d𝑡

= −dℎ
d𝑥

+ 𝜂(𝑡) (150)

から Fokker–Planck方程式を導く。ただし 𝜂に関する期待値は

⟨𝑋⟩𝜂 = 1
Z𝜂

∫D𝜂 𝑋 exp (−𝛽
4

∫ d𝑡 𝜂(𝑡)2) , (151)

Z𝜂 = ∫D𝜂 exp (−𝛽
4

∫ d𝑡 𝜂(𝑡)2) . (152)

によって与える。まず座標変換 𝑥′ = 𝑓(𝑥)に対して測度 𝑃(𝑥)d𝑥の変換は

𝑃 ′(𝑥′)d𝑥′ = 𝑃(𝑓−1(𝑥′))d𝑓−1(𝑥′)
d𝑥′ d𝑥′ (153)

で与えられることに注意する。これを決定論的な微小時間発展 𝑥′ = 𝑥 + d𝑥 に適用す
ると、

𝑃(𝑥, 𝑡 + d𝑡)d𝑥 = 𝑃(𝑥 − d𝑥, 𝑡)d(𝑥 − d𝑥)
d𝑥

d𝑥

= 𝑃(𝑥 − d𝑥, 𝑡) (1 + d2ℎ
d𝑥2 d𝑡) d𝑥 (154)

となる。実際にはランダム変数 𝜂(𝑡)に対して平均を取るので、

𝑃(𝑥, 𝑡 + d𝑡) = ⟨𝑃(𝑥 − d𝑥, 𝑡)⟩𝜂(𝑡) (1 + d2ℎ
d𝑥2 d𝑡) (155)

である。ここで

⟨𝑃(𝑥 − d𝑥, 𝑡)⟩𝜂(𝑡) ≔ √𝛽 d𝑡
4π

∫ d𝜂(𝑡) e−𝛽d𝑡𝜂(𝑡)2/4𝑃 (𝑥 − d𝑥, 𝑡) (156)

とした。

⟨(𝜂(𝑡)d𝑡)𝑛⟩𝜂(𝑡) ≔ √𝛽 d𝑡
4π

∫ d𝜂(𝑡) (𝜂(𝑡)d𝑡)𝑛e−𝛽d𝑡𝜂(𝑡)2/4

=
⎧{
⎨{⎩

1 (𝑛 = 0)
2d𝑡/𝛽 (𝑛 = 2)
𝑂(d𝑡2) (𝑛 = 1, 𝑛 > 2)

(157)
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を用いると、𝑃(𝑥 − d𝑥, 𝑡)を 𝜂(𝑡)d𝑡のべきで展開して 0次、2次の寄与を取り出すこと
で 𝑃(𝑥, 𝑡 + d𝑡)が得られる。よって

⟨𝑃 (𝑥 − (−dℎ
d𝑥

+ 𝜂(𝑡)) d𝑡, 𝑡)⟩
𝜂(𝑡)

= 𝑃 (𝑥, 𝑡) + d𝑡dℎ
d𝑥

𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ d𝑡
𝛽

𝜕2𝑃
𝜕𝑥2 + 𝑂(d𝑡2).

(158)

以上の結果から Fokker–Planck方程式を得る。

𝜕𝑃
𝜕𝑡

= d2ℎ
d𝑥2 𝑃 + dℎ

d𝑥
𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ 1
𝛽

𝜕2𝑃
𝜕𝑥2

= 𝜕
𝜕𝑥

(1
𝛽

𝜕
𝜕𝑥

+ dℎ
d𝑥

) 𝑃(𝑥, 𝑡). (159)
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