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1. Introduction
このノートではトポロジカル秩序およびエニオンを PEPSを用いて理解することを目
指し、matrix product operator (MPO) algebraによる枠組みを解説する。内容の多くは
[6, 5, 1]に依拠している。また quantum doubleについて [7]を参照した。またMPSに
ついての基本的な命題 (主に [4]の内容)について appendixで触れている。
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2. Injectivie MPS

定義 2.1. TI-MPS

V,Hを有限次元 Hilbert空間とする。V を virtual space, Hを physical spaceま
たは local Hilbert spaceと呼ぶことにする。テンソル 𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hを以下のよ
うに定義する。

𝐴 = ∑
𝑖,𝑗,𝑠

𝐴𝑠
𝑖𝑗|𝑖⟩⟨𝑗|V |𝑠⟩H = (2.1)

このとき以下の状態を 𝐴 から構成される translation invariant matrix product
state (TI-MPS)と呼ぶ。

|𝜓(𝐴)⟩ = TrV [𝐴 ⋯ 𝐴] = (2.2)

なおこのノートでは並進対称性のある場合しか扱わない。

定義 2.2. Injectivity

テンソル𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hが

Span{𝐴𝑠}𝑠 =
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝛼
⎫}
⎬}⎭

= L(V) (2.3)

を満たすとき、𝐴が injectiveであると言う。

定義 2.3. 一般化逆行列

𝑚 × 𝑛行列𝑋に対し 𝑛 × 𝑚行列𝑋g が𝑋𝑋g𝑋 = 𝑋を満たすとき、𝑋g は𝑋
の一般化逆行列 (generalized inverse)であるという。

定義 2.4. 擬逆行列

𝑚 × 𝑛行列𝑋が特異値分解によって

𝑋 = 𝑈Σ𝑉 † (2.4)
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と書かれているとする。ここで 𝑈, 𝑉はユニタリ行列、Σは対角行列である。この
とき𝑋の擬逆行列 (pseudoinverse)は以下のように定められる。

𝑋+ ≔ 𝑉 Σ+𝑈† (2.5)

ここで

Σ+
𝑖𝑗 = {(Σ𝑖𝑗)−1 Σ𝑖𝑗 ≠ 0

0 Σ𝑖𝑗 = 0
(2.6)

である。擬逆行列は一般化逆行列であり、𝑋 が正則なときは逆行列に一致する。
𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hに対し、対応する V ⊗ V からHへの写像が以下のように定まる。

P(𝐴) = ∑
𝑖,𝑗,𝑠

𝐴𝑠
𝑖𝑗|𝑠⟩H⟨𝑖, 𝑗|V⊗V = (2.7)

この擬逆行列 P(𝐴)+ を与えるテンソルを𝐴+ とする。すなわち、

P(𝐴)+ = ∑
𝑖,𝑗,𝑠

(𝐴+)𝑖𝑗
𝑠 |𝑖, 𝑗⟩V⊗V⟨𝑠|H = (2.8)

とする。

Remark 2.1.

P(𝐴)P(𝐴)+ および P(𝐴)+P(𝐴)を図示すると

P(𝐴)P(𝐴)+ = , P(𝐴)+P(𝐴) = (2.9)

である。これらは擬逆行列の定義から直交射影となる。これらの射影の像を考えよ
う。im(P(𝐴)P(𝐴)+) = imP(𝐴) ⊊ Hの場合は local Hilbert spaceをとり直すこ
とで常に imP(𝐴) = Hとできる。次に im(P(𝐴)+P(𝐴)) ⊂ V′ ⊗V′ ⊊ V ⊗V の場
合、virtual spaceを V′に取り直す。しかし、それでも im(P(𝐴)+P(𝐴)) ⊊ V′ ⊗V′

となり得る。この空間を MPS および PEPS の特徴づけとして利用するのが
injectivityの考え方である。さらに im(P(𝐴)+P(𝐴))は

im(P(𝐴)+P(𝐴)) = im(P(𝐴)†P(𝐴)+†) = imP(𝐴)† = Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠 (2.10)
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と表せる。多くの場合は ∗演算に対して閉じた行列代数を考えるので、Span{𝐴𝑠}𝑠

を考えれば良い。

補題 2.1.

テンソル𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hについて、以下は同値

1. Span{𝐴𝑠}𝑠 = L(V) = Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠.
2. 𝐴から定まる写像 P(𝐴) ∶ L(V) → Hが単射 (injective)
3. P(𝐴)+P(𝐴) = 𝟙. これは以下のように図示される。

= (2.11)

Proof. (1. ⇔ 2.) kerP(𝐴) = cokerP(𝐴)† = L(V)/ imP(𝐴)† より、Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠 =
imP(𝐴)† = L(V)と kerP(𝐴) = 0は同値。(1. ⇔ 3.) P(𝐴)+P(𝐴)が Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠 へ
の射影であることから直ちに同値性が分かる。

補題 2.2. 連結 (Concatenation)

injectivityはテンソルの連結 (concatenation)によって保たれる。つまり injective
なテンソル𝐴𝑠

𝑖𝑗, 𝐵𝑠
𝑖𝑗 に対し、∑𝑗 𝐴𝑠

𝑖𝑗𝐵𝑡
𝑗𝑘 は injectiveである。

Proof. Span{𝐴𝑠𝐵𝑡}𝑠,𝑡 = L(V)L(V) = L(V).

Remark 2.2.

MPS |𝜓(𝐴)⟩が injectiveであるというとき、有限個の𝐴の連結𝐴 ⋯ 𝐴が injective
であることを意味することがあるので注意。例えばAffleck–Keneddy–Lieb–Tasaki
模型の基底状態は

𝐴+ = √3
2

𝜎+, 𝐴0 = −√1
3

𝜎𝑧, 𝐴− = −√3
2

𝜎− (2.12)

によるMPSとして与えられるが、local Hilbert spaceの次元は 3、virtual space
の次元は 2 × 2 = 4 であるから 𝐴 は明らかに injective ではない。2 つの 𝐴 を
concatenateしてはじめて injectiveになる。
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定理 2.1. Intersection property

𝐴, 𝐵 ∈ L(V) ⊗ Hを injectiveなテンソルとする。このとき、

⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑀
⎫}
⎬}⎭

∩
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑁
⎫}
⎬}⎭

=
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑋
⎫}
⎬}⎭

(2.13)

Proof. 右辺 ⊂左辺は明らかなので左辺 ⊂右辺を示す。左辺の元に対して、テンソル𝑋
が存在して

∝ (2.14)

と書けるならば、右辺にも属することが示される。このような𝑋は具体的に以下のよう
に構成される。

∝ = = (2.15)

定理 2.2. Closure property

𝐴, 𝐵 ∈ L(V) ⊗ Hを injectiveなテンソルとする。このとき

⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑀
⎫}
⎬}⎭

∩
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑁
⎫}
⎬}⎭

= {𝜆 ∣ 𝜆 ∈ C}

(2.16)
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Proof. 右辺 ⊂左辺は明らか。左辺の元に対して等式

∝ = = (2.17)

を代入することで、左辺 ⊂右辺が得られる。

定義 2.5. Parent Hamiltonian

長さ 𝐿の周期的な 1次元スピン系の Hilbert空間を

Htot ≔ ⊗𝐿
𝑖=1H𝑖, H𝑖 = H, H𝐿+1 = H1 (2.18)

とする。H𝑖 ⊗H𝑖+1 のみに非自明に作用する直交射影 ℎ𝑖 を、injectiveなテンソル
𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hから以下のように定義する。

ker ℎ𝑖 =
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑀
⎫}
⎬}⎭

⊗ ( ⨂
𝑗≠𝑖,𝑖+1

H𝑗) (2.19)

Hamiltonian 𝐻 = ∑𝐿
𝑖=1 ℎ𝑖を (周期境界条件における) 𝐴に対する parent Hamil-

tonianと呼ぶ。

定理 2.3.

injective なテンソル 𝐴 ∈ L(V) ⊗ H に対する parent Hamiltonian の基底状態は
TI-MPS |𝜓(𝐴)⟩のみである。

Proof. ker 𝐻 = ⋂𝐿
𝑖=1 ker ℎ𝑖 を intersection property, closure property を用いて求め

る。まず、intersection propertyにおいて𝐴 = 𝐵 = 𝐶とすることで、

ker ℎ𝑖 ∩ ker ℎ𝑖+1 = {Tr[𝑋𝐴𝐴𝐴] ∣ 𝑋 ∈ L(V)} ⊗ ( ⨂
𝑗≠𝑖,𝑖+1,𝑖+2

H𝑗) (2.20)

を得る。同様の議論を帰納的に繰り返すことで、

𝐿−1
⋂
𝑖=1

ker ℎ𝑖 = {Tr[𝑋
𝐿

⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑋 ∈ L(V)} (2.21)
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となる。また同様の議論から、

𝐿
⋂
𝑖=0

ker ℎ𝑖 = {Tr[𝐴𝑋
𝐿−1

⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑋 ∈ L(V)} (2.22)

である。よって closure propertyにおいて𝐵 =
𝐿−1

⏞𝐴 ⋯ 𝐴とすることで

ker 𝐻 = (
𝐿−1
⋂
𝑖=1

ker ℎ𝑖) ∩ (
𝐿
⋂
𝑖=0

ker ℎ𝑖) = {𝜆 Tr[
𝐿

⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝜆 ∈ C} . (2.23)

定理 2.4. Energy gap

injectiveなテンソルに対する parent Hamiltonianは gappedである。

Proof. 証明は [2]にある。追っていない。
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3. 𝐺-injective MPS

3.1 定義

この節では有限群の表現論についての知識を前提とする。

定義 3.1. Intertwiner

群 𝐺 のベクトル空間 V𝛼,V𝛽 上の表現 𝐷𝛼 ∶ 𝐺 → GL(V𝛼) および 𝐷𝛽 ∶ 𝐺 →
GL(V𝛽)に対して線形写像𝐴 ∶ V𝛼 → V𝛽 が

𝐴𝐷𝛼(𝑔) = 𝐷𝛽(𝑔)𝐴 (3.1)

となるとき、𝐴を intertwiner、または𝐺-準同型と言い、𝐴 ∈ Hom𝐺(V𝛼,V𝛽)と
書く。

定義 3.2. 𝐺-injectivity

𝐴 ∈ L(V) ⊗ Hに対してユニタリ表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔 が存在して

Span{𝐴𝑠}𝑠 =
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝛼
⎫}
⎬}⎭

= Hom𝐺(V,V) = {𝑋 ∣ ∀𝑔 ∈ 𝐺, [𝑋, 𝑈𝑔] = 0}

(3.2)

を満たすとき、𝐴は𝐺-injectiveであると言う。

補題 3.1.

以下は同値

1. 𝐴が𝐺-injective
2. 𝐴から定まる P(𝐴) ∶ L(V) → Hに対して

P(𝐴)+P(𝐴)(𝑋) = 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝑈𝑔𝑋𝑈𝑔−1. (3.3)
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これは以下のように図示される。

= 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

≕ (3.4)

ただし図式では 𝑈𝑔 の代わりに 𝑔と書いた。

Π ≔ P(𝐴)+P(𝐴)が射影演算子であることは以下のように示される。

Π2(𝑋) = 1
|𝐺|2

∑
𝑔,ℎ∈𝐺

𝑈𝑔ℎ𝑋𝑈†
𝑔ℎ = 1

|𝐺|
∑
𝑔∈𝐺

𝑈𝑔𝑋𝑈†
𝑔 = Π(𝑋). (3.5)

さらに

𝑋 = 𝑈𝑔𝑋𝑈†
𝑔 = Π(𝑋), (3.6)

𝑈𝑔Π(𝑋)𝑈†
𝑔 = 1

|𝐺|
∑
ℎ∈𝐺

𝑈𝑔ℎ𝑋𝑈†
ℎ𝑔 = Π(𝑋) (3.7)

から Π は Hom𝐺(V,V) への射影演算子だと分かる。一般に im(P(𝐴)+P(𝐴)) =
imP(𝐴)† = Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠 が成り立つことと、Hom𝐺(V,V)が複素共役について閉じてい
ることから、1.と 2.の同値性が示される。

補題 3.2.

𝐺-injectivityは連結によって保たれる。

Proof. 𝐺-injectiveなテンソル𝐴, 𝐵 ∈ L(V) ⊗ Hに対し

Span{𝐴𝑠𝐵𝑡} = Hom𝐺(V,V) Hom𝐺(V,V) = Hom𝐺(V,V). (3.8)

補題 3.3.

= . (3.9)
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Proof.

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

𝑈𝑔𝑈ℎ ⊗ 𝑈ℎ−1 = 1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

𝑈𝑔ℎ ⊗ 𝑈ℎ−1𝑔−1𝑈𝑔

= 1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

𝑈ℎ ⊗ 𝑈ℎ−1𝑈𝑔. (3.10)

補題 3.4.

Δ ∈ L(V)を以下のように定める。

Δ = ∑
𝑖

𝑑𝑖
𝑚𝑖

Π𝑖 (3.11)

ここでΠ𝑖 は既約表現𝐷𝑖(𝑔)に対応する部分空間への射影である。𝑑𝑖 は𝐷𝑖(𝑔)の
次元であり、𝑚𝑖 は多重度である。このとき

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

Tr[𝑈𝑔𝑈ℎ−1Δ]𝑈ℎ = 𝑈𝑔 (3.12)

となる。これを以下のように図示する。

= (3.13)

Proof. 既約表現𝐷𝑖(𝑔)の指標を 𝜒𝑖(𝑔)と書く。Π𝑖 は以下のように表示される。

Π𝑖 = 𝑑𝑖
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝜒𝑖(𝑔)∗𝑈𝑔 (3.14)

これを用いると、

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

Tr[𝑈𝑔𝑈ℎ−1Δ]𝑈ℎ = 1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

Tr[𝑈ℎ−1Δ]𝑈ℎ𝑈𝑔

= ∑
𝑖

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

𝑑𝑖
𝑚𝑖

Tr[𝑈ℎ−1Π𝑖]𝑈ℎ𝑈𝑔

= ∑
𝑖

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

𝑑𝑖𝜒𝑖(ℎ)∗𝑈ℎ𝑈𝑔

= ∑
𝑖

Π𝑖𝑈𝑔 = 𝑈𝑔 (3.15)
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補題 3.5.

𝐺-injective な 𝐴, 𝐵 の連結に対して、以下は一般化逆行列になっている。擬逆行
列とは限らない。

(3.16)

ここでΔは補題 3.4で定義される行列である。

Proof.

= = . (3.17)

3.2 Parent Hamiltonian

定理 3.1. Intersection property

𝐴, 𝐵 ∈ L(V) ⊗ Hを𝐺-injectiveなテンソルとする。このとき、

⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑀
⎫}
⎬}⎭

∩
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑁
⎫}
⎬}⎭

=
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑋
⎫}
⎬}⎭

(3.18)

Proof. 右辺 ⊂ 左辺は明らかなので左辺 ⊂ 右辺を示す。左辺の元に対し、𝐵, 𝐶 が 𝐺-
injectiveなことから

= (3.19)
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である。ここで

= =

= = (3.20)

である。これを (3.19)に代入することで左辺 ⊂右辺を得る。

定理 3.2. Closure property

𝐴, 𝐵 ∈ L(V) ⊗ Hを𝐺-injectiveなテンソルとする。

⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑀
⎫}
⎬}⎭

∩
⎧{
⎨{⎩

∣
∣
∣
∣

𝑁
⎫}
⎬}⎭

=
⎧{
⎨{⎩

∑
𝑔∈𝐺

𝜆𝑔 ∣ 𝜆𝑔

⎫}
⎬}⎭

(3.21)

Proof. 𝑀 = 𝑁 = ∑𝑔∈𝐺 𝜆𝑔𝑈𝑔 とおけるので右辺 ⊂ 左辺は明らか。次に左辺の元に対
して、

= (3.22)
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が成り立つ。等式

= = =

= = (3.23)

を (3.22) に代入することで左辺 ⊂ 右辺を得る。ここで 3 つ目の等号では 𝐴𝑠, 𝐵𝑠 が
intertwinerであることを用いた。また 5つ目の等号では (3.9)を用いた。

定理 3.3.

𝐺-injectiveなテンソル 𝐴 ∈ L(V) ⊗ H に対する parent Hamiltonianの基底空間

は Span{Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴]}𝑔∈𝐺 で与えられる。基底空間の次元は表現空間 V に含ま

れる多重度を除いた既約表現の数に一致する。

Proof. 基底空間が Span{Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴]}𝑔∈𝐺 になることの証明は、injectiveな場合と同

様である。𝐴が𝐺-injectiveであることから intersection propertyにより

ker 𝐻 = {Tr[𝑋
𝐿

⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑋 ∈ L(V)} ∩ {Tr[𝐴𝑋
𝐿−1

⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑋 ∈ L(V)} (3.24)

となる。よって closure propertyから

ker 𝐻 = {𝜆𝑔 Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝜆𝑔 ∈ C} (3.25)

となる。次に縮退度を求める。𝐴の𝐺-injectivityから

Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] = Tr[𝑈𝑔𝑈ℎ

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴 𝑈ℎ−1 ] = Tr[𝑈ℎ−1𝑔ℎ

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] (3.26)
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が成り立つ。よって同じ共役類𝐶𝑖の元に対してTr[
𝐿

⏞𝐴 ⋯ 𝐴 𝑈𝑔]は等しくなる。したがって

Span{Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑔 ∈ 𝐺} = Span { ∑

𝑔∈𝐶𝑖

Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝐶𝑖} (3.27)

となる。共役類を添字にもつベクトルの基底として、指標 𝜒𝑖(𝐶𝑗)∗ を用いることができ
るので、

Span{Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑔 ∈ 𝐺} = Span {∑

𝑗
𝜒̄𝑖(𝐶𝑗) ∑

𝑔∈𝐶𝑗

Tr[𝑈𝑔

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑖}

= Span {Tr[Π𝑖

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] ∣ 𝑖} (3.28)

が成り立つ。ここで、Π𝑖 は既約表現𝐷𝑖 への射影であり、以下のように表される。

Π𝑖 ≔ 𝑑𝑖
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝜒̄𝑖(𝑔)𝑈𝑔. (3.29)

次に Tr[Π𝑖

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴]の線形独立性を示す。∑𝑖 𝜇𝑖 Tr[Π𝑖

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴] = 0とすると、

𝐿
⏞𝐴 ⋯ 𝐴の

𝐺-injectivityから

1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

∑
𝑖

𝜇𝑖𝑈𝑔Π𝑖𝑈𝑔−1 = ∑
𝑖

𝜇𝑖Π𝑖 = 0 ⇒ 𝜇𝑖 = 0. (3.30)

したがって、基底空間の次元は表現空間 V に含まれる多重度を除いた既約表現の数に一
致する。

定義 3.3. 𝐺-isometric MPS

𝐺-injectiveなテンソル𝐴に対し、表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔が正則であり、かつ (𝐴+)𝑖𝑗
𝑠 = ̄𝐴𝑠

𝑗𝑖

が成り立つとき、テンソル𝐴は𝐺-isometricであるという。

Remark 3.1.

正則表現に対してΔ = ∑𝑖 Π𝑖 = 𝟙であることに注意すると、𝐺-isometricなテン
ソルの擬逆行列は連結に対して保たれる。すなわち以下は𝐴𝐴の擬逆行列である。

. (3.31)
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Remark 3.2.

𝐺-isometric なテンソルに対する parent Hamiltonian の局所項 ℎ𝑖 は以下のよう
に書ける。

ℎ𝑖 = ⊗ 𝟙 (3.32)

定理 3.4.

𝐺-isometricなテンソルに対する parent Hamiltonianの各項は互いに交換する。

Proof.

= = = . (3.33)
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4. 𝐺-injective PEPS

4.1 定義

主に [6, 5, 7]に従って𝐺-injective PEPSを導入する。これはKitaev quantum double
模型 [3]を記述するような PEPSである。ただし後でMPOによる形式に拡張しやすいよ
うにはじめからMPOを使って議論している。

定義 4.1. 半正則表現

ユニタリ表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔 が全ての既約表現を含むとき、半正則 (semi-regular) であ
ると言う。

定義 4.2. 正則表現

群環 C𝐺における左作用 𝐿𝑔 ∶ ℎ ↦ 𝑔ℎによって与えられる表現 𝑔 ↦ 𝐿𝑔 を正則表
現 (regular representation)と呼ぶ。

補題 4.1.

ユニタリな半正則表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔 に対し、{𝑈𝑔}𝑔∈𝐺 は線形独立である。また補題 3.4
で定義されるΔ = ∑𝑖

𝑑𝑖
𝑚𝑖

Π𝑖 に対して

Tr[𝑈𝑔Δ] = |𝐺|𝛿𝑔,𝑒 (4.1)

が成り立つ。ここで 𝑒は𝐺の単位元である。これを以下のように図示する。

= |𝐺|𝛿𝑔,𝑒 (4.2)

Proof.

Tr[𝑈𝑔Δ] = ∑
𝑖

𝑑𝑖
𝑚𝑖

Tr[𝑈𝑔Π𝑖] = ∑
𝑖

𝑑𝑖𝜒𝑖(𝑔) = |𝐺|𝛿𝑔,𝑒. (4.3)

ただし正則表現の指標が∑𝑖 𝑑𝑖𝜒𝑖(𝑔) = 𝛿(𝑔)となることを用いた。もし∑𝑔∈𝐺 𝜇𝑔𝑈𝑔 =
0ならば、

1
|𝐺|

∑
𝑔

𝜇𝑔 Tr[𝑈𝑔𝑈ℎ−1Δ] = 𝜇ℎ = 0 (4.4)
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よって {𝑈𝑔}𝑔∈𝐺 は線形独立。

定義 4.3. 𝐺-injective PEPS

正方格子上の PEPSを構成するテンソル 𝐴 ∈ V ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ V∗ ⊗ H が有限群 𝐺
に対して 𝐺-injectiveであるとは、半正則なユニタリ表現 𝑈 ∶ 𝑔 → GL(V)が存在
して

Span{𝐴𝑠}𝑠 =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑋
∣
∣
∣
∣

=

⎫}}
⎬}}⎭

(4.5)

となること。右辺の元を𝐺-invariantなテンソルと呼ぶことにする。より一般の格
子についても、辺の向き付けを決めると同様に𝐺-injectivityが定義される。

定理 4.1.

𝐴 ∈ V ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ V∗ ⊗ Hと擬逆行列との積が

∑
𝑠

𝐴𝑠 ⊗ 𝐴+
𝑠 = = 1

|𝐺|
∑
𝑔∈𝐺

. (4.6)

となることは𝐺-injectivityと同値。

Proof. (4.6)右辺をΠ ∈ L(V ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ V∗)とおく。これが射影であることは以下のよ
うに分かる。

1
|𝐺|2

∑
𝑔,ℎ∈𝐺

= 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

. (4.7)
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また

1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

= 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

(4.8)

から im Πの元は必ず𝐺-invariantになる。一方𝐺-invaritantな𝑋に対して

= 1
|𝐺|

∑
𝑔∈|𝐺|

= Π𝑋 (4.9)

である。よって im Π は 𝐺-invariant なテンソルの空間に一致する。∑𝑠 𝐴𝑠 ⊗ 𝐴+
𝑠 は

Span{ ̄𝐴𝑠}𝑠 への射影であり、𝐺-invariantなテンソルの空間が複素共役について閉じて
いることから (4.6)は𝐺-injectivityと同値である。

定義 4.4. MPOによる表現

MPO 𝐵± を以下のように定義する。

𝐵+ = ∑
𝑔∈𝐺

𝑈𝑔|𝑔)(𝑔|, 𝐵− = ∑
𝑔∈𝐺

𝑈𝑔−1 |𝑔)(𝑔| (4.10)

これを以下のように図示する。

= , = (4.11)

すると (4.6)は

∑
𝑠

𝐴𝑠 ⊗ 𝐴+
𝑠 = 1

|𝐺|
(4.12)

と表される。以降の議論では 1/|𝐺|の係数を省略する。
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定理 4.2. Pulling through equation

(4.11)で定義されるMPOについて、以下の等式が成り立つ。

= , (4.13)

= , (4.14)

= . (4.15)

また向きを反転したり回転したりした式も同様に成り立つ。以上の式を pulling
through equationと呼ぶ。図の赤い辺をストリングと呼ぶことにする。ストリング
は pulling through equation によりトポロジカルな紐のように自由に動かすこと
ができる。

補題 4.2.

𝐺-injectivityは連結によって保存される。また𝐺-injectiveな𝐴と𝐵の連結に対
して以下は一般化逆行列である。

. (4.16)

ここでΔは補題 3.4で定義されるΔ = ⨁𝑖
𝑑𝑖
𝑚𝑖

Π𝑖 である。

Proof. Span{𝐴𝑠𝐵𝑡} が 𝐺-invariant なテンソルの空間に一致することを示せばよい。
𝐴𝐵に対して (4.16)を掛けると、

↦ = . (4.17)
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ここで (4.2)を用いた。これは𝐺-invaritantな空間への射影になっているので、内側の添
字を任意のテンソルと縮約することで任意の𝐺-invariantなテンソルが構成できる。

補題 4.3. Zipper condition

𝑔, ℎのラベルがついたストリングを束ねることで 𝑔ℎのストリングとみなすことが
できる。これは以下の zipper conditionによって保証される。

= (4.18)

黒い辺の向きは両辺で同じ向きを取ればどちらでも良い。

補題 4.4. 𝐹-move

群の表現について結合則から、直ちに以下の等式が成り立つ。

= (4.19)

4.2 Parent Hamiltonian
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定理 4.3. Intersection property

(4.11)で定義されるMPOについて、以下の等式が成り立つ。

⎧{{
⎨{{⎩

⎫}}
⎬}}⎭

∩

⎧{{
⎨{{⎩

⎫}}
⎬}}⎭

=

⎧{{
⎨{{⎩

⎫}}
⎬}}⎭

. (4.20)

ただし、灰色のテンソルは任意のテンソルを表すとする。

Proof. 右辺 ⊂左辺は明らか。左辺の元について、

=

= (4.21)

である。これに等式

=

= (4.22)

を代入することで左辺 ⊂右辺を得る。
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定理 4.4. Closure property

(4.11)で定義されるMPOについて、以下の等式が成り立つ。

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎫}}}
⎬}}}⎭

∩

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎫}}}
⎬}}}⎭

∩

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎫}}}
⎬}}}⎭

∩

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎫}}}
⎬}}}⎭

=

⎧
{
{
{
⎨
{
{
{
⎩

∑
𝑔,ℎ∈𝐺
𝑔ℎ=ℎ𝑔

𝜆𝑔,ℎ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜆𝑔,ℎ

⎫
}
}
}
⎬
}
}
}
⎭

(4.23)

ただし、灰色のテンソルは任意のテンソルを表すとする。また点線は周期境界条件
を表す。

Proof. (4.23) で右辺 ⊂ 左辺は明らか。(4.23) の左辺の元について、以下の等式が成り
立つ。

= = =

≕ ≕ (4.24)
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また同様の議論により

= (4.25)

と表せる。これらをMPSの形で見やすくまとめると、

𝐶𝐵2 ≔ = ≕ 𝐵2𝐷. (4.26)

ここで𝐵2 の擬逆行列を挿入することで

= = (4.27)

と表せる。よってもとの書き方では、

= ∑
𝑔,ℎ

𝜆𝑔,ℎ . (4.28)

である。したがって、

= = ∑
𝑔,ℎ∈𝐺

𝜆𝑔,ℎ (4.29)

が成り立つ。次に 𝑔ℎ ≠ ℎ𝑔のとき 𝜆𝑔,ℎ = 0となることを示す。(4.23)左辺の元につい
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て以下の等式が成り立つ。

= = =

≕ ≕ ∑
𝑔1,𝑔2,ℎ1,ℎ2

ℎ2𝑔1ℎ−1
1 𝑔−1

2 =𝑒

𝜆𝑔1,𝑔2,ℎ1,ℎ2
(4.30)

半正則表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔 において {𝑈𝑔}𝑔∈𝐺 が線形独立であることから {𝑈1
𝑔1

⊗ 𝑈2
𝑔2

⊗
𝑈3

ℎ1
⊗ 𝑈4

ℎ2
}𝑔1,𝑔2,ℎ1,ℎ2

は線形独立である。よって (4.28) と (4.30) を見比べることで
𝑔1 = 𝑔2, ℎ1 = ℎ2 かつ 𝑔ℎ ≠ ℎ𝑔のとき 𝜆𝑔,ℎ = 0が分かる。

Remark 4.1.

𝑔ℎ = ℎ𝑔のとき、

= = . (4.31)

すなわち 𝑔と ℎのストリングを自由に動かすことができる。逆に 𝑔 ≠ ℎの場合は
2つのストリングの交点を動かそうとすると 𝑔ℎ𝑔−1 などが現れるため自由に動か
すことができない。
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Remark 4.2.

𝐺-injective な PEPS に (𝑔, ℎ) のストリングを挿入した状態と (𝑥𝑔𝑥−1, 𝑥ℎ𝑥−1)
を挿入した状態は等しい。

= . (4.32)

定義 4.5. Parent Hamiltonian

𝐴 ∈ V ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ V∗ ⊗ Hを正方格子上の PEPSを構成する𝐺-injectiveなテン
ソルとする。直交射影 ℎ𝑖 を以下を満たすように構成する。

ker ℎ𝑖 =

⎧
{{
⎨
{{
⎩

∣
∣
∣
∣
∣

𝑋

⎫
}}
⎬
}}
⎭

⊗ (⨂
𝑗

H𝑗) . (4.33)

ただし ⨂𝑗 は 2 × 2 の領域に含まれない格子点に関してのテンソル積とする。
Hamiltonian 𝐻 = ∑𝑖 ℎ𝑖 を𝐴に対する parent Hamiltonianと呼ぶ。

定理 4.5.

𝐺-injectiveなテンソル 𝐴に対する parent Hamiltonianのトーラスにおける基底
空間は

Span

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑔, ℎ ∈ 𝐺, 𝑔ℎ = ℎ𝑔

⎫}}}}
⎬}}}}⎭

(4.34)

である。また縮退度は {(𝑔, ℎ) ∈ 𝐺 × 𝐺 ∣ 𝑔ℎ = ℎ𝑔} を同値関係 (𝑔, ℎ) ∼
(𝑥𝑔𝑥−1, 𝑥ℎ𝑥−1)で割った類 (pair conjugacy class)の数に等しい。
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Proof. intersection propery, closure propety から基底空間が (4.34) に一致することが
分かる。次に

|𝜓(𝐴; 𝑔, ℎ)⟩ ≔ = (4.35)

から |𝜓(𝐴; 𝑔, ℎ)⟩ = |𝜓(𝐴; 𝑦𝑔𝑦−1, 𝑦ℎ𝑦−1)⟩ である。そこで {(𝑔, ℎ) ∈ 𝐺 × 𝐺 ∣
𝑔ℎ = ℎ𝑔} を同値関係 (𝑔, ℎ) ∼ (𝑥𝑔𝑥−1, 𝑥ℎ𝑥−1) で割り、その同値類の代表元を
(𝑔1, ℎ1), … , (𝑔𝐾, ℎ𝐾)と書く。∑𝐾

𝑘=1 𝜇𝑘|𝜓(𝐴; 𝑔𝑘, ℎ𝑘)⟩ = 0ならば、𝐴の一般化逆行
列を掛けることで

𝐾
∑
𝑘=1

𝜇𝑘
1

|𝐺|
∑
𝑥∈𝐺

=
𝐾

∑
𝑘=1

𝜇𝑘
1

|𝐺|
∑
𝑥∈𝐺

(𝑈𝑥𝑔𝑘𝑥−1)⊗𝐿 ⊗ (𝑈𝑥ℎ𝑘𝑥−1)⊗𝐿 = 0 (4.36)

を得る。すると半正則表現に対して {𝑈𝑔}𝑔∈𝐺 が線形独立であることから、𝜇𝑘 = 0であ
る。よって {|𝜓(𝐴; 𝑔𝑘, ℎ𝑘)⟩}𝐾

𝑘=1 は線形独立である。

補題 4.5. Burnsideの補題

群𝐺が集合𝑋に作用しているとき、軌道の数は

|𝑋/𝐺| = 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|{𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑔𝑥 = 𝑥}| (4.37)

で与えられる。
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系 4.1.

{(𝑔, ℎ) ∈ 𝐺 × 𝐺 ∣ 𝑔ℎ = ℎ𝑔}に対する pair conjugacy classの数は以下で与えら
れる。

1
|𝐺|

|{(𝑔, ℎ, 𝑘) ∈ 𝐺 × 𝐺 × 𝐺 ∣ 𝑔ℎ = ℎ𝑔, ℎ𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘𝑔 = 𝑔𝑘}| (4.38)

定義 4.6. 𝐺-isometric tensor

𝐺-injectiveなテンソル 𝐴 ∈ V ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ V∗ ⊗ Hに対し、表現 𝑔 ↦ 𝑈𝑔 が正則
であり、かつ𝐴+ = 𝐴† すなわち

= (4.39)

が成り立つとき、テンソル𝐴は𝐺-isometricであるという。

補題 4.6.

≅ . (4.40)

ただし ≅ は両辺が physical space への isometric な変換によって移り合うことを
指す。ここから任意の 𝐺-isometric PEPS の代わりに右辺の MPO を用いること
ができる。

Proof. 𝐴+ = 𝐴† が isometricなことから明らか。
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補題 4.7.

𝐺-isometricな PEPSに対して、parent Hamiltonianの局所項は以下のように表
される。

ℎ𝑖 = (4.41)

またこの局所項は互いに可換である。

Proof. ℎ𝑖 の可換性は以下のように示される。

= =

= . (4.42)

ℎ𝑖 が 1サイトで重なり合う場合にも同様の議論で可換性が示せる。

系 4.2.

𝐺-isometricな PEPSの parent Hamiltonianに対し、局所項 ℎ𝑖 を同時対角化で
きるので、parent Hamiltonianは gappedである。
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4.3 トポロジカルエンタングルメントエントロピー

補題 4.8.

≅ . (4.43)

Proof. 𝑔, ℎ ∈ 𝐺を以下のように定める。

= 1
|𝐺|2

∑
𝑔,ℎ∈𝐺

. (4.44)

内側の 2 つの physical index を測定することで ℎ−1𝑔 が得られる。この結果を以下の作
用を与える conditionalなユニタリ演算子を構成できる。

↦ = (4.45)

このユニタリ演算子は 𝑔, ℎに依存しないことに注意。すると ℎは内側のテンソルにしか
現れないため

1
|𝐺|

∑
ℎ∈𝐺

∑
𝑥∈𝐺

|𝑥⟩ ⊗ |ℎ𝑥⟩ = |𝐺⟩ ⊗ |𝐺⟩, |𝐺⟩ ≔ 1
√|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔⟩ (4.46)

と表せる。

補題 4.9.

𝑔 ↦ 𝐿𝑔 を左正則表現とすると

(𝐿𝑔)⊗𝑁 ≅ 𝐿𝑔 ⊗ (𝟙C𝐺)⊗(𝑁−1). (4.47)

ここで 𝟙C𝐺 ≔ ∑𝑔∈𝐺 |𝑔⟩⟨𝑔|である。

Proof. (𝐿𝑔)𝑁 に対する指標は

𝜒(𝑔) = (|𝐺|𝛿𝑔,𝑒)𝑁 = |𝐺|𝑁𝛿𝑔,𝑒. (4.48)
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よって (𝐿𝑔)𝑁は |𝐺|𝑁−1個の正則表現の直和として表される。これは𝐿𝑔 ⊗(𝟙C𝐺)⊗(𝑁−1)

とユニタリ同値。

定理 4.6. 粗視化に対する安定性

𝐺-isometricなテンソルの連結に対し、

≅ ⊗ ⊗ . (4.49)

よって局所的な自由度を取り除くことで𝐺-isometricなテンソルは粗視化に対して
不変となる。

Proof. 補題 4.8と同様の議論により

≅ . (4.50)

よって 𝐿𝑔 ⊗ 𝐿𝑔 ≅ 𝐿𝑔 ⊗ 𝟙C𝐺 から (4.49)を得る。

定理 4.7. トポロジカルエンタングルメントエントロピー

𝐺-isometric PEPSに対するエンタングルメントエントロピーは

𝑆𝛼 = log |𝐺| ⋅ |𝜕𝐷| − log |𝐺| (4.51)

となる。ここで |𝜕𝐷|は対象となる領域の境界の長さである。

Proof. トーラス上の 2 × 2の PEPSを左上の領域 𝑆とそれ以外の領域 𝐸に分けてエン
タングルメントエントロピーを計算する。他の形状についても同様である。𝐸に対するユ
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ニタリ演算子によって以下のように状態を書き直す。

≅ = 1
|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

(4.52)

ここで 𝐸に対する測定によって 𝑥𝑔𝑥−1, 𝑥ℎ𝑥−1 が分かるので、conditionalなユニタリ
演算子によって以下のように状態を変更できる。

≅ 1
|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

(4.53)

よってエンタングルメントエントロピーは密度行列

𝜌 = 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝐿⊗|𝜕𝐷|
𝑔 ≅ 1

|𝐺|
∑
𝑔∈𝐺

𝐿𝑔 ⊗ (𝟙C𝐺)⊗(|𝜕𝐷|−1) (4.54)

に対して計算すれば良い。

1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝐿𝑔 = |𝐺⟩⟨𝐺|, |𝐺⟩ = 1
√|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔⟩ (4.55)

より、Rényi 𝛼-エントロピーは

𝑆𝛼 = log |𝐺|(|𝜕𝐷| − 1) (4.56)

となる。𝜌が射影なことから Rényi 𝛼-エントロピーは 𝛼によらないことに注意。

4.4 エニオン励起とその分類

𝐺-injectiveな PEPSについてもエニオン励起を考えることは可能であるが、簡単のた
め、以下では𝐺-isometricな PEPSを考える。
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定義 4.7. 磁気的な励起

𝐺-isometricな PEPS |𝜓(𝐴)⟩に対して端点のあるストリングを追加する:

. (4.57)

端点を動かさなければストリングは自由に動かすことができるので、parent Hamil-
tonianに対して端点以外でのエネルギーコストは発生しない。この状態は磁気的な
励起 (magnetic excitation)と呼ばれる。端のない領域では磁気的な励起は必ず複
数個の組で現れる。また 𝑔 ↦ 𝑥𝑔𝑥−1 に対して状態は不変なので、磁気的な励起は
𝐺の共約類 𝐶𝑖 によってラベルされる。

定義 4.8. 電気的な励起

𝐺-isometric な PEPS|𝜓(𝐴)⟩ に対して 1 つのテンソル 𝐴 を 𝐵 ∈ Span{𝐴𝑠}⊥ に
置き換える:

. (4.58)

|𝜓(𝐴)⟩ の physical space への局所的な作用によってこの状態を構成することは
できない。よってこの状態は非局所的な点状励起を表し、電気的な励起 (electric
excitation) と呼ばれる。この励起は周期境界条件において必ず複数個の組で現れ
る。端のない領域で励起が一つだけ存在すると

= ∑
𝑔∈𝐺

= = 0

(4.59)
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から必ずゼロになってしまう。

定義 4.9. ダイオン励起

電気的な励起と磁気的な励起を組み合わせたものをダイオン励起 (dyonic excita-
tion)と呼ぶ。

. (4.60)

定義 4.10. Tube algebra

励起は果たしてこれだけだろうか。また励起を系統的に分類することはできるだ
ろうか。この疑問に答えるために、円筒状の領域における 𝐺-isometric PEPS の
parent Hamiltonianの基底空間を考える。Closure propertyと同様の議論によっ
て基底状態は

(4.61)

と表される。ただし、任意の境界条件をとることが許される。よって、励起が有限
の領域の中にに存在し、外部の parent Hamiltonianによって検出できないならば、
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それはダイオン励起の形に限られる。次に、(4.61)に擬逆行列を掛けて

↦ (4.62)

とすると、内側の境界条件は以下のMPOを通じてしか physical spaceに影響を及
ぼせないことが分かる。

𝐴𝑔,ℎ ≔ (4.63)

よってある頂点を 𝐴𝑔,ℎ の線形結合で置き換えることでエニオン励起を構成でき
る。ただし、以下のように𝐴𝑔,ℎ を作用させて変形することが可能なためこの表現
は一意ではない。

= ≕ (4.64)

よって {𝐴𝑔,ℎ}𝑔,ℎ から生成される行列代数に注目する必要がある。これを tube
algebraと呼ぶ。重要な性質として、Span{𝐴𝑔,ℎ}𝑔,ℎ は積について閉じている:

𝐴𝑔′,ℎ′𝐴𝑔,ℎ = 𝛿𝑔′,ℎ𝑔ℎ−1𝐴𝑔,ℎ′ℎ. (4.65)

したがって tube algebra は Span{𝐴𝑔,ℎ}𝑔,ℎ に等しい。ここで構造定数が MPO
の長さに依らないことから、tube algebraは円筒状領域の取り方に依らない。また
群元の逆を取ると共役転置が得られるので、Span{𝐴𝑔,ℎ}𝑔,ℎ は 𝐶∗ 代数となる。
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定義 4.11. 中心冪等元

任意の有限次元 𝐶∗ 代数はユニタリ変換によって⨁𝑖 L(C𝑟𝑖) ⊗ 𝟙𝑚𝑖
と直和分解で

きる。tube algebraを直和分解したとき、それぞれの直和因子は以下の性質を満た
す中心冪等元 (central idempotent) P𝑖 ∈ Span{𝐴𝑔,ℎ}𝑔,ℎ によってラベルされる。

P𝑖P𝑗 = 𝛿𝑖𝑗P𝑖, P†
𝑖 = P𝑖, P𝑖𝐴𝑔,ℎ = 𝐴𝑔,ℎP𝑖. (4.66)

ただし、P𝑖 はそれ以上は中心冪等元の和によって分解できないとする。このと
き中心冪等元はミニマルであると言う。具体的には ⨁𝑖 L(C𝑟𝑖) ⊗ 𝟙𝑚𝑖

に対して
P𝑖 = 𝟙𝑟𝑖

⊗ 𝟙𝑚𝑖
である。(4.64)の変形から、tube algebraの作用によって移り合

う励起は同一視されるので、エニオンはミニマルな中心冪等元 P𝑖 でラベルされる。

定理 4.8.

(4.63)の定義は不便なので、改めて定義する。まず、𝐺の共役類𝐶に対する代表元
を 𝑔𝐶 ∈ 𝐺と書く。ここで任意の 𝑔 ∈ 𝐶に対し 𝑝𝑔𝑝−1 = 𝑔𝐶 となるような 𝑝 ∈ 𝐺
が存在する。これを用いて、

= ≕ 𝐴(𝐶, 𝑧; 𝑝, 𝑝′) (4.67)

と定義し直す。ただしMPOの他の部分は計算に関係ないので省略してしまった。
ここで頂点における整合性を満たすために 𝑧は 𝑔𝐶 と交換する必要がある。このと
き、tube algebraの中心冪等元は

P𝐶,𝑅 ≔ 𝑑𝑅
|𝑍(𝑔𝐶)|

∑
𝑧∈𝑍(𝑔𝐶)

𝜒̄𝑅(𝑧) ∑
𝑝

𝐴(𝐶, 𝑧; 𝑝, 𝑝) (4.68)

で与えられる。ただし 𝑍(𝑔𝐶) ≔ {ℎ ∈ 𝐺 ∣ 𝑔𝐶ℎ = ℎ𝑔𝐶}は 𝑔𝐶 に対する中心化群
である。また 𝜒𝑅 は中心化群 𝑍(𝑔𝐶)の既約表現 Γ𝑅(𝑧)に対する指標であり、𝑑𝑅

は Γ𝑅(𝑧)の次元である。𝐶は磁荷、𝑅は電荷を表す。
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Proof. 𝐴(𝐶, 𝑧; 𝑝′𝑝)の積は以下の図式で与えられる。

= (4.69)

ただしこれ以外の積は全てゼロになる。異なる共役類についての積がゼロになることか
ら、tube algebraは共役類 𝐶についてブロック対角化されている。さらに、各ブロック
は 𝑔𝐶 の中心化群 𝑍(𝑔𝐶) ≔ {ℎ ∈ 𝐺 ∣ 𝑔𝐶ℎ = ℎ𝑔𝐶}の正則表現 𝐿𝑧 を用いて

𝐴(𝐶, 𝑧; 𝑝, 𝑝′) ≅ 𝐿𝑧 ⊗ |𝑝⟩⟨𝑝′| (4.70)

と書ける。|𝑝⟩⟨𝑝′|は L(C|𝐶|)を成すのでブロック対角化は出来ない。次に 𝑍(𝑔𝐶)は既約
表現ごとブロック対角化が可能である。よって既約表現 Γ𝑅 への射影を構成することで、

𝑑𝑅
|𝑍(𝑔𝐶)|

∑
𝑧∈𝑍(𝑔𝐶)

𝜒̄𝑅(𝑧)𝐿𝑧 ⊗ ∑
𝑝

|𝑝⟩⟨𝑝|

≅ 𝑑𝑅
|𝑍(𝑔𝐶)|

∑
𝑧∈𝑍(𝑔𝐶)

𝜒̄𝑅(𝑧) ∑
𝑝

𝐴(𝐶, 𝑧; 𝑝, 𝑝) (4.71)

が中心冪等元となることが分かる。ここで 𝜒𝑅(𝑧) ≔ Tr[Γ𝑅(𝑧)] は指標であり、𝑑𝑅 は
Γ𝑅 の次元である。またこれ以上の分解は不可能である。𝑍(𝑔𝐶)の既約表現への分解は一
般に多重度を含むが、𝐿𝑧 の線形結合によって同値な表現を区別する射影を作ることは出
来ないので、これを考慮する必要はない。

定理 4.9. Topological spin

磁荷 𝐶、電荷𝑅をもつエニオンに対して

= e2𝜋iℎ𝐶,𝑅 . (4.72)
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ここで e2𝜋iℎ𝐶,𝑅 = Γ𝑅(𝑔𝐶)である。ただし 𝑔𝐶 は共役類𝐶の代表元、Γ𝑅 は中心
化群 𝑍(𝑔𝐶)の既約表現である。

Proof. トポロジカルスピンは以下の演算子の作用から求まる。

𝐴(𝐶, 𝑔𝐶; 𝑒, 𝑒) = (4.73)

ここで 𝑍(𝑔𝐶)の既約表現 Γ𝑅 に対して

∀𝑧 ∈ 𝑍(𝑔𝐶), Γ𝑅(𝑔𝐶)Γ𝑅(𝑧) = Γ𝑅(𝑧)Γ𝑅(𝑔𝐶) (4.74)

が成り立つ。よって Schurの補題から Γ𝑅(𝑔𝐶) ∝ 𝟙である。さらに 𝑔𝑛
𝐶 = 𝑒となる 𝑛が

存在することから ℎ𝐶,𝑅 ∈ [0, 1)が存在して Γ𝑅(𝑔𝐶) = e2𝜋iℎ𝐶,𝑅𝟙である。

定理 4.10. Braiding
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A. 標準形

定義 A.1. 転送行列 (Transfer matrix)

テンソル 𝐴 ∈ L(V) ⊗ H に対して転送行列 (transfer matrix) E𝐴 ∈ L(V ⊗ V)が
以下のように定義される。

E𝐴 ≔ ∑
𝑠

𝐴𝑠 ⊗ ̄𝐴𝑠 = . (A.1)

これを E𝐴 ∶ L(V) → L(V)として表すと

E𝐴 ∶ 𝑋 ↦ ∑
𝑠

𝐴𝑠𝑋𝐴𝑠† (A.2)

となる。

定義 A.2. Positive map

線形写像 E ∶ L(V) → L(V)が半正定値性を保つとき、positive mapであると言う。

定義 A.3. 既約性 (Irreducibility)

テンソル 𝐴 ∈ L(V) ⊗ H が 𝐴𝑠𝑃 = 𝑃𝐴𝑠𝑃となるような非自明な直交射影 𝑃を
持たないとき、𝐴は既約 (irreducibile)であるという。

定義 A.4. 既約性 (Irreducibility)

線形写像 E ∶ L(V) → L(V) が E(𝑃L(V)𝑃) ⊂ 𝑃L(V)𝑃 となるような非自明な直
交射影 𝑃を持たないとき、E は既約 (irreducibile)であるという。

補題 A.1.

𝐴が既約⇔ E𝐴 が既約

Proof. まず⇐の対偶を示す。𝐴が既約でないならば直交射影 𝑃が存在して

E𝐴(𝑃𝑋𝑃) = ∑
𝑠

𝐴𝑠𝑃𝑋𝑃𝐴𝑠† = ∑
𝑠

𝑃𝐴𝑠𝑃𝑋𝑃𝐴𝑠†𝑃 ∈ 𝑃L(V)𝑃 (A.3)
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となる。よって E𝐴 は既約でない。
次に⇒の対偶を示す。E𝐴 が既約でないとき、E𝐴(𝑃L(V)𝑃) ⊂ 𝑃L(V)𝑃を満たす非
自明な直交射影 𝑃が存在する。すると im 𝑃の正規直交基底 {|𝑎⟩}𝑎 が存在して

E𝐴(𝑃) = ∑
𝑎

∑
𝑠

𝐴𝑠|𝑎⟩⟨𝑎|𝐴𝑠† = ∑
𝑎

𝜆𝑎|𝑎⟩⟨𝑎| (A.4)

と表せる。ここから Span{𝐴𝑠|𝑎⟩}𝑠,𝑎 = Span{|𝑎⟩}𝑎 が言える。よって 𝐴𝑠𝑃 = 𝑃𝐴𝑠𝑃
が成り立つ。

定理 A.1. 有限次元Krein–Rutmanの定理

線形写像 E が positiveかつ既約であるとき、

1. E のスペクトル半径 𝜌E は E の固有値である。
2. 𝜌E は非縮退で固有ベクトルは正定値
3. 𝜌E 以外の固有値をもつ固有ベクトルは半正定値ではない。

定義 A.5. 強既約性 (Strong irreducibility)

線形写像 E ∶ L(V) → L(V) が以下の条件を満たすとき強既約 (strongly irre-
ducibile)であると言う。

1. E は既約
2. E の固有値で絶対値がスペクトル半径 𝜌E に一致するものは 𝜌E だけであり、
かつ 𝜌E は縮退しない。

さらに 𝜌E = 1のとき、正規テンソル (normal tensor)と呼ばれることがある。ま
た転送行列 E𝐴 が強既約なときテンソル𝐴が強既約であると言う。

Remark A.1.

以下のゲージ変換に対しMPSは不変

𝐴𝑠 ↦ 𝑋𝐴𝑠𝑋−1, 𝑋 ∈ GL(V). (A.5)

また周期境界条件が課されているため、𝐴𝑠 がブロックごとに三角化されている
とき

𝐴𝑠 = (𝐴𝑠
1 ∗

0 𝐴𝑠
2
) ↦ (𝐴𝑠

1 0
0 𝐴𝑠

2
) (A.6)
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としても TI-MPSは不変。

定義 A.6. TI-MPSの標準形 (canonical form)

任意の TI-MPS |𝜓(𝐴)⟩に対し、ゲージ変換と非対角ブロックの削除によって同じ
状態を生成する以下のテンソルが得られる。

𝐵𝑠 =
N

⨁
𝑎=1

𝜆𝑎𝐵𝑠
𝑎, 𝜆𝑎 ∈ C. (A.7)

これを TI-MPSの標準形 (canonical form)と呼ぶ。ただし、各ブロック𝐵𝑎 に対
する転送行列 E𝐵𝑎

は以下の条件を満たす。

• 𝐵𝑎 は既約である。
• E𝐵𝑎

のスペクトル半径は 1である。
• E𝐵𝑎

は右固有ベクトル E𝐵𝑎
𝟙 = 𝟙をもつ。

• E𝐵𝑎
は左固有ベクトル Λ𝑎E𝐵𝑎

= Λ𝑎 をもつ。ここで Λ𝑎 は正定値な対角行
列である。

Proof. 𝐴に対し非自明な射影𝐴𝑠𝑃 = 𝑃𝐴𝑠𝑃がある場合、

Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃] = Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃𝐴𝑃] = ⋯ = Tr[𝑃𝐴𝑃𝐴 ⋯ 𝑃𝐴𝑃]. (A.8)

また𝐴𝑠𝑃 ⊥ = 𝑃𝐴𝑠𝑃 ⊥ + 𝑃 ⊥𝐴𝑠𝑃 ⊥ から

Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃 ⊥] = Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃𝐴𝑃 ⊥] + Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃 ⊥𝐴𝑃 ⊥]. (A.9)

右辺第 1項は (A.8)と同様の議論で Tr[𝑃𝐴𝑃 ⋯ 𝐴𝑃𝐴𝑃 ⊥] = 0となるから、この変形を
繰り返すことで

Tr[𝐴 ⋯ 𝐴𝑃 ⊥] = Tr[𝑃 ⊥𝐴𝑃 ⊥𝐴 ⋯ 𝑃 ⊥𝐴𝑃 ⊥] (A.10)

を得る。よって𝐴 ↦ 𝑃𝐴𝑃 + 𝑃 ⊥𝐴𝑃 ⊥ と置き換えてよい。この操作を繰り返すことで、
𝐴はブロック対角化されており全てのブロックは既約だと仮定できる。
次に既約なテンソル𝐴に対し一般性を失わずに E𝐴 のスペクトル半径を 1とする。E𝐴

は既約な positive mapであるから、Krein-Rutmanの定理により最大固有値 (= 1)の固
有ベクトルは正定値である。よって E𝐴 の固定点を𝑋 > 0とし、𝐵𝑠 ≔ 𝑋−1/2𝐴𝑠𝑋1/2

を考えると

∑
𝑠

𝐵𝑠𝟙𝐵𝑠† = ∑
𝑠

𝑋−1/2𝐴𝑠𝑋𝐴𝑠†𝑋−1/2 = 𝟙 (A.11)

41



である。次に 𝑋 の対角化を 𝑋 = 𝑈†Λ1/2𝑈 とおく。ここで 𝑈 はユニタリ行列で Λ は
正定値な対角行列である。𝐵𝑠 = 𝑈𝑋−1/2𝐴𝑠𝑋1/2𝑈† = Λ−1/4𝑈𝐴𝑠𝑈†Λ1/4 と置き直
すと、

∑
𝑠

𝐵𝑠𝟙𝐵𝑠† = 𝑈𝑈† = 𝟙 (A.12)

かつ

∑
𝑠

𝐵𝑠†Λ𝐵𝑠 = ∑
𝑠

(Λ1/4𝑈𝐴𝑠†𝑈†Λ−1/4)Λ(Λ−1/4𝑈𝐴𝑠𝑈†Λ1/4)

= ∑
𝑠

Λ1/4𝑈𝐴𝑠†𝑋𝐴𝑠𝑈†Λ1/4

= Λ (A.13)

となる。

定義 A.7. TI-MPSの強い標準形

任意の TI-MPS |𝜓(𝐴)⟩に対し、𝑝 ∈ Nが存在して、𝑝個の𝐴を連結し、ゲージ変
換と非対角ブロックの削除をすることで同じ状態を生成する以下のテンソルが得ら
れる。

𝐵𝑠1,…,𝑠𝑝 =
N

⨁
𝑎=1

𝜆𝑎𝐵𝑠1,…,𝑠𝑝
𝑎 , 𝜆𝑎 ∈ C. (A.14)

ただし、各ブロック𝐵𝑎 は以下の条件を満たす。

• 𝐵𝑎 は強既約である。
• 転送行列のスペクトル半径は 1である。
• 転送行列 E𝐵𝑎

は右固有ベクトル E𝐵𝑎
𝟙 = 𝟙をもつ。

• 転送行列 E𝐵𝑎
は左固有ベクトル Λ𝑎E𝐵𝑎

= Λ𝑎 をもつ。ここで Λ𝑎 は正定値
な対角行列である。

定理 A.2.

以下の 2つは同値

1. 有限の長さ 𝐿が存在して、
𝐿

⏞𝐴 ⋯ 𝐴が injective
2. 𝐴が強既約
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定理 A.3. 標準形の一意性

強既約なテンソル 𝐵 ∈ L(C𝐷) ⊗ H に対し
𝐿

⏞𝐵 ⋯ 𝐵 が injective となるような最小
の 𝐿を 𝐿0 とする。テンソル𝐵, 𝐶 ∈ L(C𝐷) ⊗ Hから構成されるMPSに対しあ
る𝑁 > 2𝐿0 + 𝐷4 が存在して

Tr[
𝑁

⏞𝐵 ⋯ 𝐵] = Tr[
𝑁

⏞𝐶 ⋯ 𝐶] (A.15)

ならば、𝑈 ∈ U(𝐷)と ei𝜃 ∈ U(1)が存在して

𝐵𝑠 = ei𝜃𝑈𝐶𝑠𝑈† (A.16)

が成り立つ。

43



References
[1] Nick Bultinck et al. “Anyons and Matrix Product Operator Algebras”. In: Annals

of Physics 378 (Mar. 2017), pp. 183–233. doi: 10.1016/j.aop.2017.01.004.
arXiv: 1511.08090 [cond-mat, physics:quant-ph].

[2] M. Fannes, B. Nachtergaele, and R. F. Werner. “Finitely Correlated States on
Quantum Spin Chains”. In: Communications in Mathematical Physics 144.3
(Mar. 1992), pp. 443–490. doi: 10.1007/BF02099178.

[3] A. Yu Kitaev. Fault-Tolerant Quantum Computation by Anyons. https://arxiv.org/abs/quant-
ph/9707021v1. July 1997. doi: 10.1016/S0003-4916(02)00018-0.

[4] D. Perez-Garcia et al. Matrix Product State Representations. May 2007. arXiv:
quant-ph/0608197.

[5] Mehmet Burak Şahinoğlu et al. “Characterizing Topological Order with Matrix
Product Operators”. In: Annales Henri Poincaré 22.2 (Feb. 2021), pp. 563–592.
doi: 10.1007/s00023-020-00992-4.

[6] Norbert Schuch, Ignacio Cirac, and David Pérez-García. “PEPS as Ground
States: Degeneracy and Topology”. In: Annals of Physics 325.10 (Oct. 2010),
pp. 2153–2192. doi: 10.1016/j.aop.2010.05.008.

[7] Steven H. Simon and Steven H. Simon. Topological Quantum. Oxford, New York:
Oxford University Press, Sept. 2023. isbn: 978-0-19-888672-3.

44

https://doi.org/10.1016/j.aop.2017.01.004
https://arxiv.org/abs/1511.08090
https://doi.org/10.1007/BF02099178
https://doi.org/10.1016/S0003-4916(02)00018-0
https://arxiv.org/abs/quant-ph/0608197
https://doi.org/10.1007/s00023-020-00992-4
https://doi.org/10.1016/j.aop.2010.05.008

	1 Introduction
	2 Injectivie MPS
	3 G-injective MPS
	3.1 定義
	3.2 Parent Hamiltonian

	4 G-injective PEPS
	4.1 定義
	4.2 Parent Hamiltonian
	4.3 トポロジカルエンタングルメントエントロピー
	4.4 エニオン励起とその分類

	A 標準形

